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摘要
状态跟踪需要在每个输入上更新状态，而 Transformer 对每个 token 施加的深度固定，与序

列长度无关。我们提出递归循环 Transformer（RLT），将模型的层分配给并行的因果编码器和递
归解码器。在每个 token上，解码器将编码器输出与上一个 token的最终解码器状态融合，使计
算路径随序列长度增长，而每个 token的计算量不变。我们在六个算法任务上，用三个种子比较
八层模型的五种配比和八层 Transformer。在至多 40位的数据上训练后，两种 RLT配比在全部
种子上都以 100% 的准确率泛化到 256 位奇偶校验，Transformer 则停留在随机水平。在训练长
度八倍的交换 S5 置换跟踪上，RLT 的最终状态准确率达到 97%，Transformer 低于 1%，且准
确率随解码器层数增加而上升。在超出训练长度的模运算上，RLT 最高达到 93%，Transformer
为 33%。消融实验表明这些提升依赖反馈：移除反馈后，每种配比的奇偶校验和交换 S5 都降至
随机水平。每四个 token 的 chunk 更新一次反馈，可使 chunk 内的已知 token 并行计算，64 位
奇偶校验仍保持在 99%；置换跟踪则依赖逐 token 反馈：分块后，长度 64 的交换 S5 从 100%
降至 20%。

项目主页：https://github.com/yifanzhang-pro/recurrent-looped-tranformer
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图 1 跨越提示与回复的递归计算。编码器构建因果键值（KV）记忆，解码器按 token 顺序处理。橙色箭头
传递解码器状态 Ht = (st, C

D
t )：融合操作读取 st，每个 SWA 层读取各自的缓存。蓝色箭头提供截至当前位

置的编码器记忆。图中展示提示的最后两次更新和回复的第一次更新。

∗修订于 2026 年 10 月 5 日；中文译本对应同日英文公开版。

1

https://github.com/yifanzhang-pro/recurrent-looped-tranformer


1 引言

算法状态跟踪要求模型随每个输入更新状态：奇偶校验需要逐位累积，置换跟踪需要依次复合群元
素。Transformer 对每个位置只使用固定层数；除非 TC0 = NC1，固定深度的 Transformer 无法在
任意长的序列上跟踪 S5 置换的复合 (Merrill et al., 2024)。递归网络则把每次更新的结果传给下一
次更新，计算路径随输入增长。在 Transformer 中加入这一连接，后续 token 就能沿随序列长度增
长的路径继续利用先前的计算。
本文提出递归循环 Transformer（RLT），将模型的层分配给因果编码器和递归 Transformer 解

码器（图 1）。编码器并行处理已知 token，构建 token 表示和全局键值记忆。在每个位置，门控
融合将当前编码器表示与上一个 token 的最终解码器输出结合。随后，解码器通过注意力读取编码
器前缀和自身近期激活，预测下一个 token。提示与回复使用同一状态转移。解码器深度为 LD 时，
处理 t 个 token 会形成穿过 tLD 个解码器模块的递归路径，而每个 token 只经过 LE + LD 层。
这一设计带来两项仅含解码器的 Transformer 所没有的选择。第一是编码器与解码器的深度配

比：在总层数不变时，将层移至解码器会延长递归路径，但也会增加训练与预填充时须按 token 顺
序执行的解码器计算。第二是反馈间隔 B，即两次反馈更新之间的 token 数。RLT-1 每个 token 反
馈一次（B = 1），RLT-2 在每个 B token 的分块（chunk）内共享一个反馈状态，RLT-0 移除反馈
（B = ∞）。对 T 个已知 token，解码器在 RLT-1 中需要 TLD 个串行模块阶段，在 RLT-2 中需要
⌈T/B⌉LD 个，在 RLT-0 中只需 LD 个（表 1）；RLT-2 与 RLT-1 参数相同。
我们在六个算法任务上比较八层模型的五种配比和八层仅含解码器的 Transformer：加法、奇偶

校验、含括号与不含括号的模五运算，以及标准与交换 S5 状态跟踪。所有比较均使用三个初始化
种子和共享的训练与测试数据，并在远超训练范围的长度上测试。本文的贡献如下。
• 架构。RLT 将编码器记忆复用 (Sun et al., 2024) 与贯穿整个解码器的逐 token 反馈结合。附录
给出沿完整递归历史反向传播的训练方法、多轮缓存复用和精确的策略重放。

• 长度泛化。在至多 40 位的数据上训练后，RLT 的 5 + 3 与 7 + 1 配比在每个种子上都达到 256
位奇偶校验 100± 0% 的准确率，Transformer 为 50.07± 1.63%。在 256 次操作（训练长度的八
倍）的交换 S5 上，4+ 4 的最终状态准确率为 97.30± 2.76%，Transformer 为 0.85± 0.30%。训
练 5,000 步后，6 + 2 在长度为 63 的无括号模五表达式上达到 93.36 ± 5.69%，Transformer 为
33.20± 2.33%（第 3.2 节）。

• 深度配比。最佳配比取决于任务：奇偶校验在一层或三层解码器时泛化最好，而交换 S5 在 256
次操作上的准确率随解码器层数增加而上升，从一层时的随机水平升至四层时的 97%。

• 反馈间隔。移除反馈后，每种配比从长度 64 起在奇偶校验和交换 S5 上都接近随机水平。使用
四 token 的 chunk 时，RLT-2 的 64 位奇偶校验准确率保持在 98.99 ± 1.66%，但 64 次操作的
交换 S5 从 100% 降至 19.60± 6.54%；置换跟踪从逐 token 反馈中获益最多。
Feedback Transformer、Recurrent Transformer、Full-bandwidth Transformer、T2MLR和 Latent

Recurrent Transformer 也通过反馈在 token 之间传递信息 (Fan et al., 2020; Oncescu et al., 2026;
Wang et al., 2026; Cai et al., 2026; Huang et al., 2026)。RLT 的反馈贯穿整个解码器，并与并行的
编码器记忆分离；本文还把编码与递归更新之间的深度分配作为设计变量进行研究（第 4 节）。
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图 2 单次 token 更新的 RLT-1 架构。计算自下向上进行，各虚线框中的模块按标注深度重复。编码器输
出同时用于门控融合和全局 KV 投影。当 G = 1 时，所有解码器层使用各自的查询，读取同一份已投影并
缓存的全局 KV。每个解码器层从自己的输入构建独立的 SWA KV，先关注局部窗口，再读取全局记忆，最
后应用 FFN。残差路径绕过各注意力或 FFN 子层。解码器最终输出 st 进入下一个 token 的融合操作，各
层同时保留自己的 SWA 缓存。蓝色箭头表示编码器特征和全局记忆，绿色表示局部 KV，橙色表示递归隐
藏状态。
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2 方法

本节定义 RLT-1，以及两种改变其反馈间隔的对照。

2.1 序列与状态

设 x1:S 为以 x1 = BOS 开始的一条独立序列。推理时，x1:T 为提示，后续 token 构成回复。模型
在 T 前后使用同一条件分布。令 LE 和 LD 分别为编码器与解码器深度，d 为残差宽度。编码器表
示 et ∈ Rd 和递归输出 st ∈ Rd 均写作列向量。
完整的解码器状态为 Ht = (st, C

D
t )。缓存 CD

t 保存各解码器 SWA 层保留的键值投影。窗口大
小 W ≥ 1 包含当前 token，因此每层在一次更新后至多保留 W − 1 个历史位置。所有参数（包括
可学习初始状态 s⋆）统记为 Θ。编码器和解码器分别记作 Eθ 和 Dϕ。

2.2 因果编码器与记忆

对于已观察到的前缀，计算
e1:T = Eθ(x1:T ). (2.1)

每个编码器层内的位置可使用因果掩码一起处理。对于解码器记忆组 g ∈ {1, . . . , G}，构造

kgt = Pg
K(et, t), vgt = W g

V RMSNormE(et), Mg
≤t = {(kgj , v

g
j )}

t
j=1. (2.2)

键映射包含归一化、投影以及所采用的位置变换。解码器第 ℓ 层读取组 g(ℓ)：G = 1 表示各层共享
记忆，G = LD 则允许各层使用独立投影。两类存储分别由不同的注意力子层读取：交叉注意力读
取覆盖整个前缀的编码器记忆 M≤t，因果 SWA 读取有界窗口内的解码器 KV。

2.3 每个 token 使用同一状态转移
在 BOS 之前仅初始化一次：

H0 = (s⋆,∅). (2.3)

对每个已观察到或已采样的 token，执行

ut = Merge(et, st−1), (2.4)
Ht = (st, C

D
t ) = Dϕ(ut;M≤t, C

D
t−1, t), t ≥ 1, (2.5)

pΘ(xt+1 | x1:t) = softmax
(
Wo RMSNormo(st)

)
xt+1

. (2.6)

对 H = (s, CD)，定义 Ft(H) = Dϕ(Merge(et, s);M≤t, C
D, t)。计算编码器特征后，解码器依次处

理提示中的每个位置，以预测第一个回复 token：

HT = FT ◦ FT−1 ◦ · · · ◦ F1(H0). (2.7)

生成从 HT 的两个分量继续。根据 sT 采样 xT+1 后，增量编码该 token，追加由编码器生成的 KV，
并计算 HT+1 = FT+1(HT )，其中包含各解码器 SWA 缓存的更新。

RNN 与状态空间视角。 RLT-1 可理解为一种循环神经网络（RNN），其递归单元由门控融合和
整个 Transformer 解码器组成。该单元在不同 token 之间复用同一组参数，而解码器的各层可以使
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用不同参数。对于解码器状态 H = (s, CD)、编码器表示 e 和编码器记忆 M，定义状态转移函数与
输出函数：

FΘ(H; e,M, t) := Dϕ

(
Merge(e, s);M,CD, t

)
, (2.8)

GΘ(H) := softmax
(
Wo RMSNormo(s)

)
. (2.9)

相应的非线性状态空间方程为

Ht = FΘ(Ht−1; et,M≤t, t), (2.10)
pΘ( · | x1:t) = GΘ(Ht). (2.11)

状态转移同时更新反馈向量 st 和解码器缓存 CD
t ；输出函数将 st 映射为下一个 token 的概率分布。

编码器提供条件输入 et 和 M≤t，因此前文的记号对应于 Ft(H) = FΘ(H; et,M≤t, t)。在宽度、解
码器深度和 SWA 窗口固定时，该解码器状态的大小有界，而编码器记忆 M≤t 随序列长度增长。

S4 和 Mamba 的状态空间模型（SSM）核心在各层输入固定后，对前一状态执行仿射更新；
Mamba 的更新系数依赖输入 (Gu et al., 2021; Gu and Dao, 2023)。S4 利用时不变性进行卷积计
算，Mamba 则对输入相关的仿射更新执行并行扫描。RLT-1 的门控融合与解码器则非线性地依赖
前一解码器状态，因此这些仿射扫描算法不能直接用于其状态转移。

2.4 提示预填充与增量解码

预填充先计算提示的因果编码器表示与记忆，再依次求出 H1, . . . , HT。即使整个提示的记忆已经可
用，解码器在位置 t 的注意力仍限制为 M≤t。生成阶段使用

(et, C
E
t ) = Estep

θ (xt, C
E
t−1) (2.12)

更新编码器缓存 CE，随后追加记忆并更新解码器。若保留编码器缓存，已观察到的 token 可以分
块编码。解码器仍逐 token 顺序处理：每次更新都产生后续位置需要的隐藏状态与 SWA KV。

2.5 融合与解码器模块

采用以下门控融合：

rt−1 = RMSNorms(st−1), (2.13)
gt = σ

(
Wg[et; rt−1] + bg

)
, (2.14)

ut = et + α gt ⊙Wsrt−1. (2.15)

其中 Wg ∈ Rd×2d，Ws ∈ Rd×d，α 控制反馈幅度。主要对比实验使用 α = 0.1。
从 z0t = ut 开始，每个解码器模块依次应用因果 SWA、编码器记忆交叉注意力和前馈网络

（FFN）：

qD,ℓ
t = PD,ℓ

Q (zℓ−1
t , t), (2.16)

kD,ℓ
t = PD,ℓ

K (zℓ−1
t , t), vD,ℓ

t = WD,ℓ
V RMSNormS,ℓ(z

ℓ−1
t ), (2.17)

bℓt = zℓ−1
t + AttnD

ℓ

(
qD,ℓ
t , {(kD,ℓ

j , vD,ℓ
j )}tj=max(1,t−W+1)

)
, (2.18)

aℓt = bℓt + AttnM
ℓ

(
PM,ℓ
Q (bℓt, t),M

g(ℓ)
≤t

)
, (2.19)

zℓt = aℓt + FFNℓ(RMSNormD,ℓ(a
ℓ
t)), st = zLD

t . (2.20)
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Block count per token and along the recurrent path
Illustrative 48-layer encoder + 48-layer decoder; counts exclude merge and readout.
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图 3 递归路径长度与每 token 的模块数。当 LE = LD = 48 时，处理 t 个 token 后，路径穿过 48t 个解
码器模块。每个 token 执行 96 个编码器和解码器模块。橙色统计递归路径上的解码器模块，蓝色统计每个
token 在两个堆栈中执行的模块。

注意力算子包含输出投影；查询与键映射包含各自的归一化和位置变换。各层在执行 SWA前，先由
该层输入形成当前位置的 KV，因此关注当前位置不会引入循环依赖。历史解码器 KV 来自 CD

t−1。
更新后，在 CD

t 中保留位置 max(1, t−W + 2), . . . , t；当 W = 1 时，该集合为空。图 2 展开了单
次 token 更新中的编码器与解码器堆栈。

2.6 递归深度与执行成本

处理长度为 T 的提示和 n个回复 token后，反馈路径已穿过 (T +n)LD 个解码器模块，每个 token
则执行 LE +LD 个模块（图 3）。早期状态的影响取决于门控、投影和状态转移雅可比矩阵的乘积。
长度为 T 的提示需要 T 次顺序解码器更新；不同序列的更新可以组成批次，各自维护状态和缓存。
附录 B 推导计算量与缓存存储量，并证明状态和下一 token 分布不随提示与回复的划分改变。

2.7 反馈间隔：RLT-1、RLT-2 与 RLT-0
RLT-1与两种对照只在一个量上不同，即反馈间隔 B：进入解码器输入的状态每隔多少个 token更
新一次。RLT-1 每个 token 更新一次（B = 1），RLT-2 每个 B token 的 chunk 更新一次，RLT-0
从不更新（B = ∞）。三者都保留 RLT-1 的因果编码器、编码器记忆、解码器 SWA、仅访问前缀
的记忆注意力和输出头。

RLT-2 在 B 个 token 组成的 chunk 内保持反馈状态不变，并在 chunk 边界更新（图 4）。边界
以 BOS 为基准，第 k 个 chunk 覆盖已知位置 Ik = {(k − 1)B + 1, . . . ,min(kB, T )}。反馈状态从
h0 = s⋆ 开始；第 k 个 chunk 的每个位置通过各自的门控，将编码器输出与同一个边界状态融合：

rk−1 = RMSNorms(hk−1), gt = σ
(
Wg[et; rk−1] + bg

)
, (2.21)

z0t = et + α gt ⊙Wsrk−1, t ∈ Ik, (2.22)
hk = ykB 当kB ≤ T. (2.23)

其中 yt = zLD
t 是位置 t 的最终解码器输出；每个 yt 都预测 xt+1，但只有完整 chunk 的末位置输出

成为下一个反馈状态。解码器对 chunk 内所有已知位置同时应用式 (2.20)，因果 SWA 也读取之前
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指标 RLT-1
(B = 1)

RLT-2
(B)

RLT-0
(B = ∞)

已知 token 的每批解码位置数 1 至多 B T
训练前向／预填充的解码模块阶段数 TLD KLD LD

完整 BPTT 的反向依赖深度 O(TLD) O(KLD) O(LD)
处理 T 个 token 的反馈状态更新数 T ⌊T/B⌋ 0
处理 T 个 token 的解码模块计算数 TLD TLD TLD

处理 T 个 token 的融合门控计算数 T T 0
已知 token 的共享反馈投影数 T K 0
生成 N 个 token 的自回归步骤数 N N N
每个新处理 token 的模块计算数 LE + LD LE + LD LE + LD

持久反馈状态 d 个值 d 个值 无

表 1 匹配网络尺寸时的执行成本。 T 为已知输入 token 数，K = ⌈T/B⌉，N 为生成的 token 数；三个变
体共用 LE 阶段的因果编码器预填充。省略公共的输出头及编码器记忆投影。RLT-2 复用归一化与投影后的
边界状态，门控则依赖每个 token。反向深度统计解码器依赖图，编码器反向传播为公共部分。这些计数描
述依赖关系和算术计算量；实际运行时间取决于实现和硬件。

chunk 保留的键。由于 hk−1 只依赖该 chunk 之前的 token，因果掩码保证每个 yt 仅依赖 x1:t。末
尾未完成的 chunk 使反馈状态停留在前一个完整边界，因此移动提示与回复的分界不会改变计算。
当 B = 1 时，每个 token 都结束一个 chunk，RLT-2 与 RLT-1 完全相同。

RLT-0 对应 B = ∞ 的极限：永远不会到达 chunk 边界，因此没有解码器输出被反馈。B = ∞
的 RLT-2 仍会让每个位置与常量初始状态 s⋆ 融合；RLT-0 去掉这一常量融合，连同 s⋆、状态归
一化、门控和反馈投影一并移除，解码器直接接收 z0t = et（图 14）。
表 1 和图 5 在相同网络尺寸下比较三种反馈间隔。对于长度为 T 的已知前缀，解码器需要

⌈T/B⌉LD 个串行模块阶段，每次批量矩阵计算至多包含 min(B, T ) 个位置：RLT-1 为 TLD 个阶
段，RLT-0 为 LD 个。三者都执行 TLD 次解码模块计算，生成时每步输出一个 token。因此，增
大 B 是以反馈频率换取已知 token 的并行性。附录 I 给出分块训练、预填充和增量生成流程。
由于 RLT-2 在任何 B 下参数都相同，训练过程中也可以调整 chunk 大小。chunk 越大，解码

器的串行路径越短；chunk 越小，奇偶校验与交换 S5 的外推越好（第 3 节）。在种子 42、4 + 4
的 CPU 计时中，chunk4 和 RLT-0 的每步训练速度分别为 RLT-1 的 2.27 倍和 4.17–4.30 倍（附
录 J.10）。因此，预训练初期可以使用较大的 B，以高并行度处理大部分 token；中期训练和后训
练再逐步减小 B，直至 B = 1，使模型适应高频反馈。改变 B 会改变模型的计算，因此推理与 RL
重放使用最后一个训练阶段的 chunk 大小。我们的实验对每个 chunk 大小都从头训练，尚未测试
这种调度。

2.8 训练与状态重放

训练使用教师强制，并对所选的下一 token 目标计算交叉熵。完整的随时间反向传播（BPTT）经
过递归输出、解码器 KV 和编码器记忆；掩去某个目标的损失不会跳过对应的状态更新。在强化学
习（RL）中，若要在参数更新后评估已采样回复的概率，需用当前参数重放历史并重建状态。附
录 D 给出预训练、监督微调和策略梯度的目标函数与重放条件。
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图 4 RLT-2 单个 chunk 的架构。计算自下向上进行，两个堆栈按标注深度重复。各位置 t ∈ Ik 使用自己
的门控，将编码器输出与前一边界的状态 hk−1 融合。状态归一化和投影在 chunk 内共享。每个解码器层依
次执行因果 SWA、仅访问前缀的编码器记忆注意力和 FFN，各子层均有残差连接。G = 1 时所有解码器层
读取同一组投影后的编码器 KV，各层分别跨 chunk 边界保留自己的 SWA KV。每个输出 yt 都预测下一个
token，只有完整边界的 ykB 成为下一个反馈状态。未完成的 chunk 在继续计算时保留 hk−1。蓝色箭头表示
编码器特征和记忆，绿色表示解码器 KV，橙色表示 chunk 级反馈。
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Known-token decoder batches

RLT-1
B = 1

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

RLT-2
B = 4

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

RLT-0
B = ∞

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

y4: shared feedback for positions 5–8

8 batches
8LD stages

2 batches
2LD stages

1 batch
LD stages

Within a batch: positions in parallel at each layer. Between batches: preserve causal SWA caches.

图 5 反馈间隔增大时，八个已知 token 的解码调度。各行依次为 RLT-1（B = 1）、RLT-2（B = 4）和
RLT-0（B = ∞）。每个阴影组为一个逐层解码批次，包含 LD 个串行模块。橙色箭头表示反馈依赖，RLT-2
将 y4 广播到第二个 chunk 的全部四个位置，RLT-0 则没有反馈。各行均使用因果 SWA，并在批次间保留
缓存。自回归生成时，三个变体均逐 token 处理输入。

3 算法任务实验

我们研究解码器深度与反馈频率如何影响长度泛化。实验覆盖加法、奇偶校验、带括号和无括号模
运算，以及标准和交换两种 S5 状态跟踪任务。先比较编码器与解码器的层数分配，再在固定配比
下改变反馈间隔。附录 J.1 给出完整的六任务 2,000 步实验；附录 J.9 和 J.10 给出所有反馈变体及
5,000 步模运算对照。

3.1 模型与评估

所有模型均有八个逻辑层，宽度为 512，FFN宽度为 1,365，注意力头数为四。我们将不共享权重的
RLT-1 Layer 4+4、5+3、6+2、7+1和 8+0与八层、仅含解码器的 Transformer（GPT Layer 8）
比较。RLT-1 使用大小为八的 SWA 窗口、一个共享编码器记忆组，以及反馈系数 α = 0.1。8 + 0
虽然没有解码器模块，仍保留门控递归融合。相同层数并不意味着参数量或计算量相同：RLT-1 为
26.10–28.73M 参数，Transformer 为 25.31M（表 4）。
八层模型的准确率比较均使用初始化种子 42、43 和 44，同一任务内共享训练数据流和留出样

本。全局批量为 512，微批量为 32。AdamW 使用 (β1, β2) = (0.9, 0.95)，权重衰减为 0.1，梯度范
数裁剪阈值为 1。基础学习率在前 200 步预热至 10−4，随后在训练结束时降至 5 × 10−6。奇偶校
验、加法和 S5 训练 2,000 步；本节的模五对照均训练 5,000 步，余弦调度覆盖相应训练预算。模
型使用相同的宽度 µP 设置，以四个 CPU 线程执行 FP32 计算。RLT-1 和 RLT-2 的 TBPTT128
覆盖全部训练序列，因此没有截断梯度。
奇偶校验在 3–40 位二进制串上训练；S5 在 32 次操作上训练，输入采用全部 120 个置换，或恒

等置换与十个单次对换（交换变体），遵循 Grazzi et al. (2024)。无括号模五表达式使用 +、− 和
×，遵循乘法优先级，训练长度为 3–39 的奇数；带括号表达式使用长度为 3–40 的表达式树。每种
测试长度使用共享的 1,024 个样本，评分指标为最终答案或状态准确率。加法训练随机采样 1–8 位
操作数；每种测试位数使用共享的 256 对操作数，测量教师强制答案 token 准确率。各次运行按最
低分布内（ID）验证样本损失选择泛化测试的检查点，完全同分时取最早一步。测试分数不参与检
查点选择。均值与样本标准差（SD，n = 3）反映固定数据流上的初始化差异。附录 J 和 J.6 给出
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生成器、指标定义与检查点步数。

3.2 长度外推与解码器层数分配

RLT-1 在远超训练长度的奇偶校验与交换 S5 序列上仍保持较高准确率（图 6）。在 256 位奇偶校
验上，5 + 3 和 7 + 1 均保持 100± 0%，Transformer 为 50.07± 1.63%。优势也出现在学习过程中：
第 500 步时，6+ 2 的验证准确率达到 99.44± 0.98%，Transformer 为 48.48± 0.53%（图 7）。在另
一组种子 42 的十六层实验中，RLT-1 Layer 8+ 8、9+ 7、11+ 5 和 16+ 0 在 256 位上达到 100%，
GPT Layer 16 为 49.41%（附录 J.8）。
交换 S5 更适合分配较多解码器层。在 256 次操作，即训练长度的八倍处，4 + 4 的最终状态准

确率为 97.30± 2.76%，Transformer 为 0.85± 0.30%。在 512 次操作处，4+4 仍有 55.70± 25.78%，
Transformer 仍为 0.85± 0.30%。7 + 1 和 8 + 0 虽然在训练长度上准确率很高，在 256 次操作处已
接近均匀预测参考值。图 13 另给出前缀 token 与全序列准确率。
训练 5,000 步后，RLT-1 在中等测试长度的模运算上领先。在长度为 63 的无括号表达式上，

RLT-1 Layer 6 + 2 达到 93.36± 5.69%，Transformer 为 33.20± 2.33%。在长度为 64 的带括号表
达式上，5+ 3 达到 67.97± 2.91%，Transformer 为 46.71± 1.21%。表达式继续变长后准确率下降，
且多个无括号模五配置在种子之间差异较大。

3.3 反馈频率与并行计算

我们在每种配比下比较反馈间隔 B = 1（RLT-1）、B = 4（RLT-2 chunk4）和 B = ∞（RLT-0），
数据、优化器和种子与 RLT-1 相同（第 2.7 节）。每种配比下，RLT-0 比 RLT-1 少 787,968 个参
数；RLT-2 与 RLT-1 参数相同。图 8 在 4 + 4 下比较全部变体，附录 J.9 给出所有配比。
在 64 位奇偶校验上，RLT-1 达到 100± 0%，chunk4 达到 98.99± 1.66%，RLT-0 则接近随机水

平，为 50.23± 3.80%。交换 S5 对反馈间隔更敏感：在 64 次操作处，RLT-1 为 100± 0%，chunk4
为 19.60± 6.54%。RLT-0 和 Transformer 在该长度上接近 1/120 的均匀预测参考值。与 RLT-1 相
比，四 token 的 chunk 在 64 位奇偶校验上下降约 1 个百分点，在 64 次操作的交换 S5 上下降约
80 个百分点。
分块的影响还取决于配比（图 21和 22）。chunk4 4+4在 256位奇偶校验上仍有 69.34±24.17%，

而 chunk4 7+1 和 8+0 在 64 位时已接近随机水平。在交换 S5 上，chunk4 5+3 在 48 次和 64 次
操作处分别为 79.92±10.89%和 50.16±18.77%，而 chunk4 4+4在 64次操作处为 19.60±6.54%。

3.4 加法、标准 S5 与适用范围

所有模型在训练位数范围内的加法验证集上均达到 100% 教师强制准确率，但超过八位后准确率下
降；八层模型在 32 位时的均值为 14.89%–16.84%。标准 S5 仍然困难，各反馈变体的最终状态准
确率接近 1/120 参考值（图 23）。附录 J 给出完整的六任务曲线、终点结果表和奇偶校验各种子轨
迹；附录 J.11 给出加法反馈系数消融。这些实验测量监督学习的算法任务表现，未评估 RL 性能。

4 相关工作

Transformer 与 RNN 混合模型。 Chen et al. (2018) 将 Transformer 编码器与基于 LSTM 的
RNMT+ 解码器结合，用于机器翻译。RLT-1 也将并行编码与递归解码结合。其解码器由带编码
器记忆交叉注意力和 SWA 的 Transformer 模块组成，并在因果语言模型中处理提示与回复的全部
token。
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RLT-1 Layer 4 + 4
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RLT-1 Layer 6 + 2
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图 6 不同编码器与解码器配比的长度泛化。五种 RLT-1配比与 GPT Layer 8 均展示完整测试长度网格。上
排的奇偶校验与交换 S5 使用 2,000 步训练结果；下排模五任务的所有模型均训练 5,000 步。各次运行选择
最低 ID 损失检查点，同分时取最早一步。点与未裁剪的误差棒表示种子 42、43、44 的均值 ± 样本 SD，每
种长度使用相同的 1,024 个样本。灰色区域标记训练长度，水平虚线标记均匀预测准确率。无括号模五标注
实际奇数表达式长度。完整的六任务 2,000 步对照见图 12。

11



RLT-1
Layer
4 + 4

RLT-1
Layer
5 + 3

RLT-1
Layer
6 + 2

RLT-1
Layer
7 + 1

RLT-1
Layer
8 + 0

GPT
Layer

8

0

25

50

75

100

125

Va
lid

at
io

n 
ac

cu
ra

cy
 (%

)
83.3 ± 28.9 83.5 ± 28.0 99.4 ± 1.0 82.8 ± 29.8 48.7 ± 2.6 48.5 ± 0.5

Step 500 · 256,000 training examples per seed

RLT-1
Layer
4 + 4

RLT-1
Layer
5 + 3

RLT-1
Layer
6 + 2

RLT-1
Layer
7 + 1

RLT-1
Layer
8 + 0

GPT
Layer

8

100.0 ± 0.0 100.0 ± 0.0 100.0 ± 0.0 100.0 ± 0.0 98.8 ± 1.9 94.8 ± 3.4

Step 2,000 · 1,024,000 training examples per seed

Mean ± sample SD across seeds 42, 43, 44; crosses show individual seeds.

图 7 训练 500 步与 2,000 步后的奇偶校验结果。圆点和误差棒表示种子 42、43 和 44 的均值与样本 SD；
叉号表示单个种子，并作少量水平偏移。SD 误差棒可能超过 100%。所有模型使用相同的 768 个验证样本；
两个面板分别对应每个种子使用 256,000 和 1,024,000 个训练样本。

编码器生成的记忆。 YOCO 为上层交叉解码器构建可复用的 KV 记忆，并允许预填充提前退出
(Sun et al., 2024)。DeepSeek-V4.1-Flash 从最终编码器状态投影得到解码器的全局 KV，并维护独
立的解码器 SWA (DeepSeek-AI, 2026)。RLT-1 也从编码器状态构建全局记忆，但其递归解码器必
须处理每个提示 token。

时间反馈。 Feedback Transformer 对每个 token 的各层表示进行可学习的加权求和，并让后续
token 在每一层通过注意力读取这份共享记忆 (Fan et al., 2020)。RLT-1 将前一步的最终解码器
输出送入解码器输入处的门控融合，同时保留独立的编码器全局记忆和各层解码器 SWA 缓存。
Recurrent Transformer根据每层的输出构建该层的持久 KV，并给出精确的分块调度来改善内存数
据搬运 (Oncescu et al., 2026)。RLT-1 的递归依赖贯穿整个解码器，而 Recurrent Transformer 的
反馈发生在各层内部。

跨 token 的潜在状态反馈。 Full-bandwidth Transformer 通过门控线性单元，将上一个 token 的
顶层隐藏状态与下一个 token 的嵌入结合，同时保留 Transformer 堆栈与 KV 缓存 (Wang et al.,
2026)。它通过多轮计算，在轮次之间平移隐藏状态，实现 token 并行的教师强制训练，并混入前缀
计算以处理提示与生成之间的差异。RLT-1 将输出到输入的反馈放在编码器与解码器接口处，训练
时在完整历史上顺序重放解码器。

T2MLR 将上一个 token 缓存的中间层表示反馈到当前位置的较早层 (Cai et al., 2026)。其实验
发现，中间层之间的递归可能优于贯穿整个网络的递归。训练通过固定次数的 Jacobi 迭代近似时
间状态，并单独控制反向传播深度。RLT-1 的反馈贯穿整个解码器，训练时以 BPTT 重放完整历
史，也可选择截断。

潜在递归语言模型。 Latent Recurrent Transformer（LRT）通过 KV 投影和残差注入复用上一个
token 的高层状态，保留仅含解码器的主干，并为每个生成 token 执行一次前向计算 (Huang et al.,
2026)。其交错并行训练从共享状态缓冲区中读取状态，逐步细化部分位置。在 RL 中，LRT 使用
已分离梯度的 rollout 状态初始化该缓冲区，以减小 rollout 与重算之间的差异。RLT-1 将编码器记
忆与递归解码器分开，并在当前参数下重建完整历史，以执行精确的策略重放。

连续潜在计算。 Coconut 在潜在推理阶段将最后的隐藏状态作为下一个输入嵌入反馈，并通过
课程学习逐渐以连续状态替代文本推理步骤 (Hao et al., 2024)。PonderLM-2 在预训练期间于普通
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图 8 固定 4+ 4 配比下的反馈频率比较。展示 RLT-1（B = 1）、RLT-2 chunk4（B = 4）、RLT-0（B = ∞）
和 GPT Layer 8 在全部原生测试长度上的最终答案或状态准确率。奇偶校验与交换 S5 训练 2,000 步，带括
号模五训练 5,000 步。所有模型均使用种子 42–44 及其最低 ID 损失检查点。误差棒为未经裁剪的样本 SD，
灰色区域标记训练长度，虚线标记均匀预测参考值。

token 之间插入潜在步骤，并使用 Jacobi 迭代并行近似这些步骤的递归依赖 (Zeng et al., 2025)。
RLT-1 对提示或回复中的每个普通 token 更新一次状态，不增加潜在位置。

块级与段级递归。 Block-Recurrent Transformers通过注意力和门控更新持久状态向量，并在每个
递归步骤中并行处理一块 token (Hutchins et al., 2022)。其 block-feedback 变体允许所有层通过交
叉注意力读取前一块的递归状态。Recurrent Memory Transformer在每段末尾添加写入记忆 token，
将其最终表示作为下一段的记忆输入，并沿该连接执行 BPTT (Bulatov et al., 2022)。RLT-2 与之
最接近：它在块边界处用最后一个 token 的最终解码器输出更新反馈状态，并通过门控送入下一块
的每个解码器输入，无需专门的记忆 token 或独立的递归状态向量组。RLT-1 是其 B = 1 的情形，
每个 token 都反馈，因此每个块内的解码器必须顺序执行。

跨深度的权重共享。 Universal Transformers 在深度方向共享权重，并可按位置自适应调整表示
细化的步数 (Dehghani et al., 2018)。Saunshi et al. (2025) 研究重复应用共享 Transformer 堆栈
如何增加推理的有效深度；递归深度语言模型则在推理时调整潜在计算量 (Geiping et al., 2025)。
DeepLoop 分析权重共享的循环 Transformer 中重复访问参数对残差缩放的影响，并为 Post-LN 架
构推导考虑循环次数的缩放规则 (Li et al., 2026)。这些模型在每个位置上沿深度方向循环；RLT-1
的递归跨越 token，编码器与解码器之间的权重共享是可选的。

5 结论

我们提出了递归循环 Transformer（RLT）：它将并行的因果编码器与逐 token 反馈最终状态的解码
器结合，使计算路径随序列长度增长，而每个 token 的计算量不变。在八层规模下，RLT 将奇偶
校验和交换 S5 跟踪泛化到远超训练长度的序列，而八层 Transformer 在这些长度上停留在随机水
平；在超出训练长度的模运算上，RLT 的最佳配比也优于 Transformer。移除反馈后，奇偶校验和
交换 S5 上的提升随之消失。编码器与解码器的配比是一个设计维度：奇偶校验在一层或三层解码
器时泛化最好，交换 S5 则至少需要两层解码器，并随解码器层数增加而提升，直到所测试的四层。
反馈间隔 B 是第二个设计维度，在并行性与准确率之间权衡：B = 4 可在每个 chunk 内并行处理
已知 token，并使 64 位奇偶校验保持在 99%，而交换 S5 从逐 token 反馈中获益最多。由于 chunk
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大小不改变参数，模型可以在预训练中使用大 chunk 以提高并行度，再在中期训练和后训练中逐步
缩小到 B = 1。
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A 架构与执行细节

A.1 编码器与解码器的权重共享

共享权重的参考 RLT-1 令 LE = LD = L。编码器第 ℓ 层的自注意力与解码器第 ℓ 层的 SWA 共享
兼容的查询、键、值和输出投影；对应的 FFN 也共享权重。编码器关注自身的因果上下文，解码
器 SWA 关注窗口内的解码器激活。解码器交叉注意力使用独立的查询及输出投影，以及式 (2.2)
的记忆投影，在共享注意力和 FFN 之外增加计算。编码器与解码器保留各自的归一化模块；融合
与读出也是独立模块。
两次计算共享权重，但产生独立的激活。不共享权重的 Eθ, Dϕ 使用各自的参数，递归形式相同。

两种版本都可以共享记忆组；各解码器层仍维护独立的 SWA 缓存。

B 计算性质

B.1 提示与回复的一致性

命题 B.1 (服务划分不变性). 固定一条独立序列的参数、token 序列、位置约定和初始状态。假设
采用精确算术，因果编码器的执行在数学上等价，SWA 窗口与缓存更新相同，解码器操作是确定
性的。先批量执行编码器预填充、再递归更新解码器，与逐 token 增量处理该前缀，得到相同的状
态和下一 token 分布。因此，对于固定的 token 历史，移动提示与回复的划分位置不会改变条件分
布。

证明. 因果编码器的等价性保证两种调度具有相同的 et 和 M≤t。二者均从 H0 = (s⋆,∅) 开始。若
在 t− 1 时状态一致，式 (2.5) 在 t 时会对相同输入执行相同操作，因此二者在 t 时的状态仍一致。
由于状态转移不依赖服务划分，归纳可得结论。

B.2 预填充计算量与顺序深度

令 Cpf
E (T ) 为编码器预填充计算量，CM (T ) 为记忆投影计算量，Cstep

D (t) 为一次解码器计算量：它
读取 t 条编码器记忆、每层至多 W 个解码器位置，并包含融合开销。于是

Cprefill(T ) = Cpf
E (T ) + CM (T ) +

T∑
t=1

Cstep
D (t). (B.1)

采用稠密注意力、且 KV 宽度与模型宽度成比例时，算术计算量大致为

O
(
(LE + LD)(Td

2 + T 2d) +GTd2 + LDT min(W,T )d
)
. (B.2)

预填充需要 T 次顺序执行的解码器状态转移，每次包含 LD 个模块。即使算术复杂度与稠密 Trans-
former 同阶，这些顺序依赖也可能降低硬件利用率。
每个新 token 执行 LE + LD 个模块，另加融合与记忆投影。注意力计算量仍随上下文长度增

长。设有效 KV 宽度为 dKV，则推理缓存的存储量近似为

O
(
(LE +G)t dKV + LD min(t,W − 1)dDKV + d

)
. (B.3)

其中 dDKV 为解码器 SWA 的有效 KV 宽度，O(d) 项用于保存当前递归输出。SWA 项只计入保留
的历史；当前位置的 KV 和训练激活需要额外存储。权重共享减少参数存储，但仍需执行两次计算
并保存各自的缓存。
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C 硬件执行

C.1 独立序列的批处理

对于已知的训练序列或提示，编码器跨位置并行计算特征与记忆投影，解码器随后按位置顺序处
理。独立序列的下一次解码器更新可以组成同一批次（图 9）。每条序列分别维护自己的编码器前
缀、SWA 缓存、递归输出和位置。
推理时，每一步包含编码器更新、记忆追加、融合、解码器计算和读出。将请求组成批次可增

大矩阵运算规模，并复用权重。小批量和不均匀的序列长度可能限制利用率。

Batching decoder updates from independent sequences

Causal encoder

Encode
known tokens

in parallel
Build each
sequence’s

prefix KV memory

Batch 1 Batch 2 Batch 3 Batch 4

Seq. A Dϕ Dϕ Dϕ Dϕ

Seq. B Dϕ Dϕ Dϕ Dϕ

Seq. C Dϕ Dϕ Dϕ Dϕ

Each update reads its encoder prefix and decoder SWA window

Columns: independent updates can share one batched kernel.

Rows: updates follow token order within each sequence.

图 9 跨序列批量执行解码器更新。每列将独立更新组成一个批次，每行按 token 顺序展示一条序列。每次
更新读取自己的编码器前缀和解码器 SWA 窗口。已知 token 可以在重放前并行编码，生成的 token 则在产
生后编码。

C.2 内存访问与参数复用

当前缀和参数不变时，编码器 KV 保持不变。解码器各层复用该记忆，并将自己的 KV 追加到各
自的 SWA 缓存中。较少的记忆组可减少 KV 存储和投影计算，较多的组则允许各层使用不同的变
换。编码器与解码器共享权重也可能有助于让权重常驻加速器。
归一化、门控、状态投影和残差相加可以融合为一个内核。

C.3 训练内存与数值一致性

激活检查点通过在随时间反向传播（BPTT）时重算激活，减少需要保存的激活量。
Zhang et al. (2026) 指出，实际执行的策略不仅取决于权重，还取决于精度、缓存构造、归约运

算和采样变换。采样器与训练器须对齐位置约定、随机行为和缓存内容，并检查不同执行模式下的
数值是否一致。
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D 训练目标

D.1 自回归预训练

基础目标是全序列的下一 token 预测：

LPT(Θ) = −Ex1:S

[
1

S − 1

S−1∑
t=1

log pΘ(xt+1 | x1:t)

]
. (D.1)

初始化 H0 = (s⋆,∅)，计算因果编码器特征，并在位置 1, . . . , S − 1 上更新解码器。每个非 BOS 目
标都计入损失；编码器、记忆投影、融合和解码器联合训练。开始一篇独立文档时，重置解码器与
编码器状态及位置，并禁止跨文档边界的注意力。分段训练时，应明确初始上下文与状态：丢弃较
早的状态会改变似然所依赖的历史。

D.2 监督微调

对助手目标令 mt+1 = 1，对用户、系统、工具或填充目标令其为 0。对于至少包含一个选中目标的
样本，优化

LSFT(Θ) = −Ex

 1∑S−1
t=1 mt+1

∑
1≤t<S
mt+1=1

log pΘ(xt+1 | x1:t)

 . (D.2)

掩码只选择损失项，用户、系统和工具 token 仍更新解码器状态。助手损失的梯度会穿过这些更新，
包括编码器记忆与解码器 KV。助手回合开始时，模型从已有状态继续。

D.3 策略梯度与重放

令 c = x1:T 为提示，y = (y1, . . . , yN ) 为采样回复，其中 yi = xT+i。策略为

πΘ(y | c) =
N∏
i=1

pΘ(yi | c, y<i). (D.3)

对于不依赖 Θ 的序列奖励 R(c, y)，定义 J(Θ) = Ec, y∼πΘ [R(c, y)]。其同策略得分函数梯度为

∇ΘJ = Ec, y∼πΘ

[
(R(c, y)− b(c))

N∑
i=1

∇Θ log pΘ(yi | c, y<i)

]
, (D.4)

其中 b(c) 是不依赖回复的基线，在计算策略梯度时视为常数。重放时固定已采样的 token，梯度沿
计算这些 token 对数概率的递归路径传播。
图 10 展示重放流程。采样器记录每个动作在实际采样分布 µ 下的对数概率。训练器从初始状

态出发，在当前参数 Θ 下处理完整提示和已采样的回复前缀，重建编码器特征、递归输出及解码
器 SWA 缓存。由所得动作概率构造比率

ri(Θ) = exp (log pΘ(yi | c, y<i)− logµ(yi | c, y<i)) . (D.5)

此处目标策略为原始模型策略 pΘ。行为概率必须包含采样器使用的温度缩放、截断和重新归一化。
精确重要性采样要求 pΘ(· | h) ≪ µ(· | h)：在每个相关历史下，目标概率为正的动作，其行为概率

19



也必须为正。Top-k 或 top-p 采样通常会排除未经截断的 softmax 目标中概率为正的动作。如果目
标策略本身也使用采样变换，应在目标函数与比率中一致应用该变换。
为保留前向概率及其对参数的导数，训练器需要对递归计算或其等价实现求导 (Zhang et al.,

2026)。已记录的行为对数概率在参数更新后保持不变，因为它们描述的是采样这些动作时的策略。
对于固定提示和序列奖励，精确的轨迹重要性采样使用

∏
i ri，并需满足支持集与可积性条件。

即使重放概率正确，逐 token 裁剪等替代损失仍可能引入偏差。

Replaying a sampled history under current parameters

SAMPLER behavior policy µ TRAINER current parameters Θ

Process the full prompt; sample a response
Record tokens y and logµ(yi | c, y<i)

Rebuild encoder KV, st,
and decoder SWA KV

Replay full prompt + fixed response tokens

c, y

Keep recorded behavior log-probabilities
as the ratio denominator

Compute current log pΘ(yi | c, y<i)
Full BPTT; checkpoint as needed

ri(Θ) = exp[log pΘ(yi | c, y<i)− logµ(yi | c, y<i)]

After every parameter update: rebuild current-policy KV and states; retain original behavior log-probabilities.

图 10 在当前参数下重放采样历史。采样器记录行为概率。训练器重建完整前缀，包括递归输出和解码器
SWA 缓存，以评估当前策略。比率比较当前动作概率与记录的行为概率。

E 多轮推理与缓存复用

对话构成一条从 BOS 开始的 token 历史。用户消息、工具结果、角色分隔符和助手 token 都执行
编码器与解码器更新。例如，工具返回时，先结合缓存前缀编码其输出，再将这些 token 依次送入
解码器，随后恢复生成。仅在开始新的独立序列或明确执行上下文重置时重置状态。
若需从保存的前缀继续，应保留编码器缓存 CE

t 、交叉注意力记忆 M≤t、解码器状态 Ht =
(st, C

D
t )、token 与位置、SWA 窗口约定以及模型版本。权重固定时，无论提示在哪个位置结束，这

些值都可复用。若要复现相同的采样输出，还需要保存采样器的随机状态。如果只保存了文本，应
重放文本来重建状态。
编辑或截断较早的 token 会使后续缓存状态失效。应从编辑位置之前的有效检查点重新计算；

改写早期 token 的聊天模板也遵循同一规则。在多轮 RL 中，用户和工具 token 更新状态并传递梯
度，但不乘动作重要性比率，因为这些 token 并非由策略采样。
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F 执行流程

完整的解码器状态为 Ht = (st, C
D
t )，初始值为 H0 = (s⋆,∅)。继续编码所需的状态与编码器生成的

交叉注意力记忆分别维护。所有调度均使用式 (2.20) 中的模块顺序和窗口约定。

F.1 递归提示预填充

1. 以 x1 = BOS 和 H0 = (s⋆,∅) 开始一条独立序列，初始化编码器缓存与位置。

2. 使用因果掩码并行编码 x1:T，构建编码器 KV 记忆。
3. 对 t = 1, . . . , T，计算 Ht = Dϕ(Merge(et, st−1);M≤t, C

D
t−1, t)。各解码器层读取当前位置的 KV

及保留的 SWA 历史。两种注意力掩码均排除 t 之后的位置。

4. 从 sT 预测第一个回复 token。为下一次更新保留 HT、编码器缓存、记忆和位置元数据。

F.2 生成与新的外部输入

从 st 预测的分布中采样 xt+1，随后更新编码器缓存、记忆和完整解码器状态 Ht+1。所得状态用于
预测 xt+2。每个被处理的 token 恰好执行一次递归更新，并在每个解码器 SWA 层插入一次 KV。
用户或工具提供的多个 token 可在已有前缀条件下，使用因果掩码批量编码。解码器从保存的

完整状态出发，依次处理这些 token，同时更新 st 和 CD
t 。

若生成达到长度上限时，最后一个输出 token 尚未被模型处理，应单独记录它。缓存只表示已
处理的前缀；恢复时，先处理一次待处理 token，再继续处理后续 token。

F.3 预训练与监督微调

1. 用因果编码器计算 e1:S−1 并构建记忆。

2. 初始化 H0 = (s⋆,∅)，展开位置 1, . . . , S − 1 的全部计算，包括各层 SWA 缓存更新。
3. 预训练累积所有有效的下一 token 损失，SFT 仅累积助手目标的损失。所有上下文 token 都执
行状态更新。

4. 按每个样本选中的目标数量归一化，再按式 (D.1) 和式 (D.2) 对样本求平均。对完整计算反向传
播，并按需使用检查点。

没有选中目标的样本不计入损失均值。若改为按 token 求平均，选中目标较多的样本会得到更高权
重。
打包在一起的独立序列需要各自的递归状态、SWA 缓存、编码器缓存、位置和注意力掩码。即

使损失被掩码屏蔽，两种注意力机制也必须限制在各自文档边界内。

F.4 当前策略的 RL 重放
1. 读取 rollout 的 token 历史、动作掩码、实际行为对数概率与采样元数据。行为概率包含全部采
样变换和重新归一化。

2. 在前向重放和反向传播期间固定当前参数值。采用目标策略的位置、SWA 和执行约定，并启用
参数梯度。

3. 重算已知历史的编码器表示。从 H0 = (s⋆,∅) 开始，经过全部提示 token，重建递归输出与每个
解码器 SWA 缓存。
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4. 按顺序重放后续 token。在处理每个已采样动作之前，从前一状态读取该动作在当前策略下的对
数概率。若 EOS 被采样，也应计入。处理夹在动作之间、后续预测所需的全部外部 token。

5. 根据动作对数概率、奖励或优势，以及所需的行为比率，构造选定的 RL 损失。动作因子仅作用
于策略采样的 token。

6. 反向传播并更新参数；在下一次精确的当前策略重放前，使依赖参数的编码器和解码器缓存失
效。

动作掩码选择损失项，同时保留经过用户与工具 token 的梯度。在 no_grad 下重放提示，或分离
提示 KV，可保持前向值不变，但会丢失完整 BPTT 所需的提示状态梯度。
确定性的前向计算（例如关闭 dropout）可为每个动作给出可复现的概率。对于随机策略，应说

明动作概率是以内部随机性为条件，还是对该随机性取平均。每次重放只对应一次随机实现；边缘
概率需要对该随机性求平均。

G 因果性与梯度路径

命题 G.1 (因果性). 在确定性执行下，若编码器是因果的，编码器记忆限制为当前前缀，且解码器
SWA 是因果的，则 Ht = (st, C

D
t ) 仅依赖 x1:t 和参数（包括 s⋆）。

证明. 编码器的因果性意味着各 ej 仅依赖 x1:j，因此 M≤t 仅依赖 x1:t。初始状态不包含未来 token
的信息。假设 Ht−1 仅依赖 x1:t−1。下一次更新使用该状态、et 和 M≤t。在每个解码器层，当前位
置的 KV 由因果可用的层输入形成，SWA 不读取大于 t 的位置。追加当前 KV 和淘汰旧条目不会
引入未来信息。因此，st 和 CD

t 均仅依赖 x1:t，归纳完成。

固定教师强制得到的编码器特征，将解码器缓存表示为固定槽位，并在尚未填满时使用有效性
掩码，定义

Jt =
∂Ht

∂Ht−1
. (G.1)

则
∂Ht

∂Hj
= JtJt−1 · · · Jj+1, j < t, (G.2)

其中

Jt =


∂st
∂st−1

∂st

∂CD
t−1

∂CD
t

∂st−1

∂CD
t

∂CD
t−1

 . (G.3)

这个分块雅可比矩阵同时包含经过递归输出与解码器 KV 的路径。
编码器记忆保留过去编码器输出的信息；解码器 SWA 则可直接访问近期的解码器投影。已淘

汰的解码器条目仍可能通过此前读取过它们的状态或激活影响后续计算。
完整的参数导数还包含编码器特征、记忆、各次状态转移和解码器 KV 投影对参数的依赖。令

BE
T 表示继续生成回复所需的全部编码器侧边界张量，包括继续编码所需的 KV 和编码器生成的交
叉注意力记忆。对于回复损失 ℓ(Θ,HT (Θ), BE

T (Θ))，链式法则给出

dℓ

dΘ
=

∂ℓ

∂Θ
+

∂ℓ

∂HT

∂HT

∂Θ
+

∂ℓ

∂BE
T

∂BE
T

∂Θ
. (G.4)
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第一项将边界张量视为固定值，其余项计入这些张量对前缀计算的依赖。特别地，

∂ℓ

∂HT

∂HT

∂Θ
=

∂ℓ

∂sT

∂sT
∂Θ

+
∂ℓ

∂CD
T

∂CD
T

∂Θ
. (G.5)

即使前向概率不变，分离 sT、解码器 KV 或编码器边界张量，也会从完整梯度中移除相应项。

H 缓存状态何时可以复用

当保存的前缀与当前参数、已处理 token、位置、初始化、SWA 窗口及策略执行设置一致时，可以
用它替代前向重放。需要保存递归输出、每个解码器 SWA 缓存、继续编码所需的状态、编码器记
忆及相关元数据。保存的前缀可以从序列起点开始，也可以来自当前参数和执行设置下的精确检查
点。
已分离梯度的缓存可以保留正确数值，却缺少训练所需的计算图。完整 BPTT 需要保留或重算

前缀计算图，使梯度能够到达每个依赖参数的边界张量。
一次更新内的激活检查点以相同参数和随机状态重算激活。可变缓存的实现必须在重算时恢复

保存的内容，并保留反向传播所需的激活。
截断 BPTT 则保留数值，同时切断选定的梯度依赖。完整解码器状态的分离为

H̃t = (stopgrad(st), stopgrad(CD
t )). (H.1)

仅分离 st 会留下可能经过解码器 KV 的路径；仅分离解码器 KV 则会留下经过递归输出的路径。
编码器侧边界张量还可能提供跨越同一边界的其他路径。

SWA 淘汰使旧 KV 不再进入未来的注意力窗口。完整 BPTT 仍会对之前使用过这些条目的计
算求导，因此训练所需的激活存储可能超过推理缓存本身。
权重更新后，应在下一次精确训练计算之前，重算前缀数值及其梯度图。

I RLT-2：分块并行的隐藏状态反馈

第 2.7 节定义了 RLT-2 的融合与边界更新，图 4 展示单个 chunk；本附录给出其掩码、训练与预
填充流程、增量生成和成本。第 3 节与附录 J.9 报告相关实验。

I.1 分块算子与因果掩码

固定 chunk 大小 B ≥ 1，将 BOS 计为位置一，并以每条独立序列的起点为边界基准。对于长度为
T 的已知前缀，定义

K = ⌈T/B⌉, ak = (k − 1)B + 1, bk = min(kB, T ), Ik = {ak, . . . , bk}. (I.1)

解码器缓存初始为空；式 (2.22) 得到的融合输入 z0Ik 依次经过分块算子和输出头：

yIk , C
D
bk

= Dchunk
ϕ (z0Ik ;M,CD

ak−1, Ik), (I.2)
pΘ(xt+1 | x1:t) = softmax

(
Wo RMSNormo(yt)

)
xt+1

, t ∈ Ik. (I.3)

分块算子逐层应用式 (2.20)，每层同时处理 Ik 内所有已知位置。查询 t仅访问 max(1, t−W +1) ≤
j ≤ t 的解码器键，包括之前 chunk 保留的键，并且只访问 j ≤ t 的编码器记忆。SWA 和编码器位
置均不在 chunk 边界重置，chunk 大小也不必等于 SWA 窗口。
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每层先由该层输入投影所有位置的 KV，再执行带掩码的注意力，因此因果 SWA 可并行处理
这些位置。最后一个位置的输出将当前 chunk 的因果计算传给下一 chunk，无需池化或额外的摘要
token。即使整条序列只占一个 chunk，仍存在可学习初始状态的融合；RLT-0 则移除了该融合及
其参数。

I.2 训练与预填充算法

教师强制训练中，x1:T 表示已处理的输入 token，在有后续目标的位置计算下一 token 损失。提示
预填充和已知历史的策略重放使用同一前向过程：
1. 对已知 token 做因果编码并构建编码器 KV 记忆。初始化 h = s⋆、空解码器 SWA 缓存和全局
位置一。

2. 按顺序处理 chunk。每个 chunk 只计算一次 RMSNorms(h) 和 Ws RMSNorms(h)，然后广播到
各位置的门控融合。

3. 在每个解码器层中，并行投影 chunk的 Q/K/V，结合历史和当前 chunk的 KV执行因果 SWA，
然后执行前缀记忆注意力与 FFN。每层保留最后 W − 1 个解码器 KV 条目用于继续计算。

4. 在每个位置计算 logits 和所选的下一 token 损失。完整 chunk 结束后，将 h 更新为其最后一个
位置的输出；末尾未完成的 chunk 不更新 h。

5. 训练时，累积序列损失并通过全部 chunk 反向传播，再更新参数。预填充时，保存缓存、h、已
处理 token 数，以及最后一个位置的输出或下一 token 的 logits。

完整 BPTT 通过边界隐藏状态、跨 chunk 的解码器 KV 和编码器记忆传播梯度。分块改变前向依
赖；是否截断梯度、何时更新优化器参数，需要分别设定。RL 重放使用与采样相同的 B、边界基
准、掩码和位置，并在当前参数下重建状态后计算动作概率。

I.3 增量生成与未完成的 chunk
设已处理 token 数为 t，当前 chunk 偏移为 r = t mod B。保存的反馈状态为 h⌊t/B⌋，即使提示结
束在 chunk 中间也如此。处理下一个已知或采样 token（位置 j = t+ 1）时：
1. 更新因果编码器并追加其记忆 KV。将 ej 与保存的边界状态融合；该状态在当前 chunk 内保持
不变。

2. 使用因果 SWA 缓存和前缀记忆执行一次解码器更新，得到 yj、更新后的 KV 缓存和下一 token
的 logits。

3. 若 j mod B = 0，则以 yj 更新反馈状态；否则保留原值。将已处理 token 数更新为 j。
最新的 yj 始终用于预测下一个 token，无论它是否更新反馈状态。例如 B = 4、提示长六个 token
时，位置 5–8 都与 h1 = y4 融合；预填充处理位置 5、6 不会用 y6 替换该状态。y6 预测 token 7；
只有处理 token 8 后，y8 才成为 h2。已知的后续 token 可并行处理到下一个固定边界，再使用新
状态继续。填充、消息边界及提示与回复的分界，都不会触发未完成 chunk 的反馈更新。打包的独
立序列分别维护边界基准和状态。
固定权重并采用精确算术时，批量和增量执行在数学算子和随机行为一致的条件下等价。随机

操作须关闭，或为对应操作分配相同的随机数。此时，每个位置读取相同的编码器前缀、前序边界
状态及各层因果 KV。先对 chunk 内各层、再对 chunk 归纳，可得两种执行方式的输出和边界状态
相同。改变 B 或边界基准会改变模型计算，使保存的状态无法直接用于后续计算。
分块预填充与逐 token 解码可能使用不同的矩阵和注意力内核及浮点归约顺序，即使执行是确

定性的，也可能产生不同的 logits 和边界状态。对于 RL，应将分块重放与逐 token 参考实现比较；
后者复现 rollout 的编码器、解码器和输出头计算，包括精度、批次布局、内核选择及随机设置。
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I.4 训练与推理效率

表 1 假设编码器与解码器深度、宽度、窗口和记忆组数相同，且 LD ≥ 1。表中的解码器模块阶段
数表示逐层调度中的串行依赖，不包含注意力核内部归约、通信和硬件相关延迟。
固定网络尺寸并采用稠密编码器与记忆注意力时，公共前向算术复杂度为

O
(
(LE + LD)Td

2 + (LE + LD)T
2d+GTd2 + LDT min(W,T )d

)
. (I.4)

RLT-1 额外需要 O(Td2) 的融合计算。RLT-2 的 T 次位置相关门控也需要 O(Td2) 融合计算，但
每个 chunk 内可复用状态归一化和投影。它使用 K 个串行解码批次，每批至多 B 个位置，可增大
矩阵计算规模并复用权重。总解码算术量仍覆盖全部 T 个 token，完整 BPTT 仍需保存或重算所
有 chunk 的激活。
在上下文长度为 t 的生成阶段，各变体每个 token 都需运行编码器与解码器并读取可用编码器

记忆。RLT-2 在下一边界前可以复用反馈投影；位置相关门控、解码器模块和 KV 写入仍逐 token
执行。公共推理缓存规模为

O
(
(LE +G)t dKV + LD min(t,W − 1)dDKV

)
. (I.5)

RLT-1 和 RLT-2 额外保存 O(d) 反馈状态；RLT-2 还保存 chunk 偏移，并可缓存 O(d) 的归一化
和投影状态。分块预填充需要临时激活与当前 chunk 的 KV。
受控基准可扫描 B ∈ {1, 2, 4, 8, 16, 32} 并加入 RLT-0，固定数据、网络尺寸、精度、优化器、批

量大小和注意力内核。测量内容包括任务准确率、训练吞吐量、不同提示长度的预填充延迟、不同
缓存上下文长度的每 token 生成时间，以及设备峰值内存。

B = 1 检查与 RLT-1 的等价性，扰动未来 token 检查因果性。在参数不变时，完整 chunk、未
完成 chunk 和逐 token 执行之间 logits、所选动作对数概率及边界状态的最大差异和均方根差异，
可将执行差异与策略更新的影响区分开。可微参考实现还应比较完整 BPTT 的参数梯度，包括经
过边界状态、解码器 KV 和编码器记忆的路径。
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表 2 训练 2,000 步后的验证准确率（%）。所有条目均为种子 42、43 和 44 的均值 ± 样本 SD。加法使用
教师强制答案 token，形式任务使用最终标签或状态。每次运行已使用 1,024,000 个训练样本。

Task
RLT-1

Layer 4 + 4
RLT-1

Layer 5 + 3
RLT-1

Layer 6 + 2
RLT-1

Layer 7 + 1
RLT-1

Layer 8 + 0
GPT

Layer 8
Addition 100.00 ± 0.00 100.00 ± 0.00 100.00 ± 0.00 100.00 ± 0.00 100.00 ± 0.00 100.00 ± 0.00
Parity 100.00 ± 0.00 100.00 ± 0.00 100.00 ± 0.00 100.00 ± 0.00 98.83 ± 1.92 94.84 ± 3.43
Mod 5, no brackets 45.36 ± 46.43 94.18 ± 7.29 69.62 ± 33.01 70.01 ± 43.15 60.33 ± 35.70 64.02 ± 37.64
Mod 5, brackets 70.53 ± 10.75 74.35 ± 6.71 74.87 ± 3.72 74.78 ± 3.01 75.17 ± 6.78 73.87 ± 9.07
S5, swaps 100.00 ± 0.00 100.00 ± 0.00 100.00 ± 0.00 99.35 ± 0.81 99.61 ± 0.68 99.09 ± 0.23
S5, standard 0.78 ± 0.68 2.47 ± 1.26 2.21 ± 1.48 2.08 ± 0.98 1.82 ± 1.19 0.52 ± 0.23

J 实验细节

J.1 完整的六任务 2,000 步实验
本附录报告八层实验的全部 108 次运行：六种架构在六个任务上使用初始化种子 42、43 和 44，每
次训练 2,000 步。内容包括训练长度范围内的验证曲线，以及各次运行分布内最佳检查点的长度泛
化。

J.1.1 模型、任务与评估协议

模型、优化器设置、批量大小和执行方式与第 3 节相同；余弦调度在第 2,000 步降至 5× 10−6。每
100 步执行一次验证，每次运行使用 1,024,000 个训练样本。
• 加法（Addition）：随机采样 1–8 位操作数，将数字按逆序序列化。256 个验证样本使用相同的
位数范围。我们测量教师强制答案 token 准确率：预测时提供正确的前序 token，计分包含答案
格式符号与 EOS，排除提示和填充位置。

• 奇偶校验（Parity）：使用长度为 3–40 的二进制串训练，只监督最终的奇偶位。验证集汇总长
度为 32、36 和 40 的样本，每种长度 256 个。

• 模运算（Mod-5）：计算含 +、− 和 × 的表达式，并对结果取模五。无括号变体遵循乘法优先
级，训练表达式长度为 3–39 的奇数，验证长度为 33、35 和 39。带括号变体使用表达式树，训
练长度为 3–40，验证长度为 32、36 和 40。每种验证长度包含 256 个样本，仅监督最终值。

• S5 状态跟踪：复合 32 个置换，在每次输入后监督累计乘积，遵循 Grazzi et al. (2024)。标准变
体的输入覆盖全部 120 个置换；交换变体使用恒等置换和十个单次对换。每个变体有 256 条长
度为 32 的验证序列。主要指标为最终状态准确率，前缀 token 准确率列于表 5。
对每次运行，先合并所设验证长度的计数，再跨初始化求平均。图 11 的每一步均包含全部三个

种子，表 2 统一比较第 2,000 步。

J.1.2 奇偶校验：学习速度与初始化差异

第 500 步时，RLT-1 Layer 6 + 2 的验证准确率为 99.44 ± 0.98%，Transformer 为 48.48 ± 0.53%。
RLT-1 Layer 4 + 4、5 + 3 和 7 + 1 的均值约为 83%，SD 为 28–30 个百分点；8 + 0 仍接近随机水
平。到第 600步，6+2 的三个种子均已达到 100%。第 2,000步时，4+4 至 7+1 均达到 100± 0%，
8 + 0 为 98.83± 1.92%，Transformer 为 94.84± 3.43%。图 7 比较早期与最终检查点。
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S5: standard

All tasks: seeds 42, 43, 44 · mean ± sample SD

RLT-1 Layer 4 + 4
RLT-1 Layer 5 + 3

RLT-1 Layer 6 + 2
RLT-1 Layer 7 + 1

RLT-1 Layer 8 + 0
GPT Layer 8

图 11 训练过程中的验证准确率，每个任务均使用三个种子。加法测量教师强制答案 token 准确率，其余
任务测量最终标签或最终状态准确率。曲线与阴影表示种子 42、43 和 44 的均值 ± 样本 SD，每一步均为
n = 3；阴影带裁剪到准确率范围内。曲线未经平滑，均延伸至第 2,000 步。横向点线表示均匀预测的准确
率，标准 S5 使用较窄的纵轴范围。
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J.1.3 带括号与无括号模运算

无括号模运算在第 2,000步呈现较大的初始化差异。RLT-1 Layer 5+3的均值最高，为 94.18±7.29%，
Transformer 为 64.02± 37.64%。4 + 4 的种子 42、43 和 44 分别得到 17.58%、19.53% 和 98.96%，
均值为 45.36± 46.43%。在这一训练预算下，同一种架构可能学会任务，也可能停留在随机水平附
近。
带括号表达式上的模型均值更接近：RLT-1 各配置为 70.53–75.17%，Transformer 为 73.87 ±

9.07%。两种生成器的运算符结构和标签分布不同。括号也占据位置，因此相同的 token 长度可能
包含不同数量的算术运算。

J.1.4 加法与置换状态跟踪

第 2,000 步时，六种架构在混合 1–8 位加法验证集上均达到 100 ± 0% 的教师强制 token 准确率。
在交换 S5 上，RLT-1 Layer 4 + 4、5 + 3 和 6 + 2 的最终状态准确率为 100± 0%。7 + 1 与 8 + 0
分别为 99.35± 0.81% 和 99.61± 0.68%，Transformer 为 99.09± 0.23%。
标准 S5 的平均最终状态准确率为 0.52–2.47%，120 类均匀预测的参考值为 0.83%。平均前缀

token 准确率为 5.40–7.99%（表 5），这一指标包含较容易的早期状态。

J.1.5 长度泛化

检查点选择方式与第 3 节相同。同一任务的全部 18 个模型与种子组合在各长度上使用相同样本：
加法为 256 对操作数，形式任务为 1,024 条序列。图 12 展示全部测试长度，表 3 汇总各任务最长
测试长度的结果。附录 J.6 给出检查点步骤和补充指标。

加法与奇偶校验。 操作数超出 1–8 位训练范围后，教师强制加法准确率下降。每个操作数为九位
时，RLT-1 Layer 7 + 1 为 68.05± 3.64%，Transformer 为 58.61± 2.44%。到 32 位时，各模型均
值处于 14.89–16.84%。
即使训练长度上的预测全部正确，奇偶校验的长度泛化仍随层数分配而变化。在 256位时，5+3

和 7+1保持 100±0%，6+2为 84.05±27.63%，4+4为 66.76±28.78%。8+0为 68.91±27.39%，
Transformer 为接近随机水平的 50.07± 1.63%。

模运算。 无括号表达式长度为 63 时，RLT-1 Layer 5 + 3 为 66.96 ± 40.04%，Transformer 为
24.48± 3.89%。长度为 127 时，5 + 3 仍有 39.65± 19.81%，Transformer 为 19.30± 1.04%。到长
度 255 时，各模型均值为 18.00–21.42%，接近 20% 的均匀预测参考值。中间长度上较大的 SD 与
无括号模五验证曲线中的训练结果差异一致。带括号模五运算也随表达式变长而降低准确率。

置换状态跟踪。 交换 S5 在 256次操作时，RLT-1 Layer 4+4的最终状态准确率为 97.30±2.76%，
Transformer 为 0.85 ± 0.30%。5 + 3 和 6 + 2 分别为 92.71 ± 1.87% 和 78.91 ± 22.26%，7 + 1 与
8 + 0 接近均匀预测参考值。在 512 次操作时，4 + 4 仍有 55.70 ± 25.78% 的最终状态准确率和
91.16± 6.09% 的前缀 token 准确率；Transformer 分别为 0.85± 0.30% 和 9.33± 0.11%。标准 S5

在该长度下仍然较低，最终状态准确率均值为 0.72–1.43%。
图 13 比较不同测试长度下的三种状态跟踪准确率。前缀 token 准确率对所有中间状态的预测

正确性求平均；最终状态准确率只评价最后一个状态。全序列准确率要求每个前缀预测都正确。最
终状态正确并不排除中间预测出错，而当错误出现在序列后段时，前缀 token 准确率仍可能较高。

J.1.6 训练稳定性与比较范围

奇偶校验中，种子 42 的 RLT-1 Layer 5 + 3 从第 500 步的 100% 降至第 600 步的 48.05%，随后在
第 700 步恢复至 100%。图 17 展示未经平滑的损失，附录 J 给出奇偶校验的各种子曲线。这次短
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Length generalization · 8 layers · seeds 42, 43, 44

Mean ± sample SD (n=3) · best ID-validation-loss checkpoint per run
256 addition pairs / 1,024 formal sequences per length · shared test examples

RLT-1 Layer 4 + 4
RLT-1 Layer 5 + 3

RLT-1 Layer 6 + 2
RLT-1 Layer 7 + 1

RLT-1 Layer 8 + 0
GPT Layer 8

图 12 分布内最佳检查点的长度泛化，三个初始化种子。加法在每种操作数位数的 256 对样本上测量教师强
制答案 token 准确率；形式任务在每个长度的 1,024 条序列上测量最终标签或最终状态准确率。点与误差棒
表示种子 42、43 和 44 的均值 ± 样本 SD，所有模型使用相同测试样本。SD 误差棒可能超出准确率范围。
灰色区域表示训练长度，横向点线表示均匀预测准确率。无括号模五运算使用实际奇数表达式长度，不包含
BOS 和末尾等号。
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S5: swaps
train: 32 operations

S5 length generalization · three scoring rules

Seeds 42, 43, 44 · mean ± sample SD (n=3) · identical 1,024 sequences per length
Panel-specific vertical scales · best ID-validation-loss checkpoint per run

RLT-1 Layer 4 + 4
RLT-1 Layer 5 + 3

RLT-1 Layer 6 + 2
RLT-1 Layer 7 + 1

RLT-1 Layer 8 + 0
GPT Layer 8

图 13 三种评分规则下的 S5 长度泛化。各行依次为前缀 token、最终状态和全序列准确率，各列为标准与
交换输入。每个模型与种子在每种长度下接收相同的 1,024 条序列。点和误差棒表示三个初始化种子的均值
± 样本 SD。全序列成功要求所有前缀预测正确，各面板独立设置纵轴范围以展示标准 S5 上较低的准确率。
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表 3 最长测试长度上的准确率（%）。条目为三个初始化种子的均值 ± 样本 SD，采用图 12 的检查点与评
分规则。加法报告教师强制 token 准确率，形式任务报告最终标签或最终状态准确率。

Task (test length)
RLT-1

Layer 4 + 4
RLT-1

Layer 5 + 3
RLT-1

Layer 6 + 2
RLT-1

Layer 7 + 1
RLT-1

Layer 8 + 0
GPT

Layer 8
Addition (32) 15.30 ± 0.44 14.89 ± 2.27 15.74 ± 1.58 15.59 ± 1.57 15.31 ± 0.93 16.84 ± 1.45
Parity (256) 66.76 ± 28.78 100.00 ± 0.00 84.05 ± 27.63 100.00 ± 0.00 68.91 ± 27.39 50.07 ± 1.63
Mod 5, no brackets (255) 18.00 ± 0.39 20.57 ± 0.62 21.42 ± 0.49 19.34 ± 0.54 20.44 ± 0.91 20.35 ± 2.01
Mod 5, brackets (256) 25.20 ± 1.71 25.81 ± 4.34 21.58 ± 1.86 22.04 ± 1.72 22.30 ± 1.13 25.07 ± 2.05
S5, standard (512) 1.24 ± 0.30 1.43 ± 0.60 1.30 ± 0.31 0.88 ± 0.20 0.72 ± 0.31 0.81 ± 0.06
S5, swaps (512) 55.70 ± 25.78 34.86 ± 6.10 22.14 ± 20.95 0.85 ± 0.06 0.85 ± 0.20 0.85 ± 0.30

暂回退和无括号模五运算的种子差异表明，最终均值可能掩盖训练过程中的不稳定。
与仅含解码器的 Transformer 比较时，反馈、注意力结构、参数量和计算量同时发生变化。附

录 J.9 和 J.10 在每种配比下用 RLT-0 与 RLT-2 隔离反馈的作用。
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J.2 参数量

表 4 列出不重复计数的可训练参数量。每个 RLT-1 解码器模块同时具有 SWA 和编码器记忆交叉
注意力；每个 Transformer 模块只有一个注意力子层。RLT-1 Layer 8 + 0 在每个 token 处应用可
学习的状态投影和门控融合。

表 4 八层模型的不重复可训练参数量。同一模型在六个任务中的规模相同。

Model Parameters (M) Relative to GPT Layer 8
RLT-1 Layer 4 + 4 28.73 1.135×
RLT-1 Layer 5 + 3 28.20 1.114×
RLT-1 Layer 6 + 2 27.68 1.093×
RLT-1 Layer 7 + 1 27.15 1.073×
RLT-1 Layer 8 + 0 26.10 1.031×
GPT Layer 8 25.31 1.000×

J.3 RLT-0 的实现
rlt_parallel_tiny 对照由 nanogptpro-dev PR #164 合并。它采用不共享权重的 4 + 4 编码器
与解码器分配、宽度 512、四个注意力头、FFN 宽度 1,365、词表容量 277、大小为八的 SWA 窗
口、一个编码器记忆组，以及宽度 µP。它共有 27,938,944 个不重复参数，架构见第 2.7 节。训练
采用完整反向传播，RLT-0 与 RLT-1 的检查点由各自的架构标识区分。

J.4 种子聚合与指标定义

令 am,s,t 为模型 m、初始化种子 s 在训练第 t 步的验证准确率。对每个任务均报告

ām,t =
1

3

∑
s∈{42,43,44}

am,s,t, SDm,t =

√√√√1

2

∑
s∈{42,43,44}

(am,s,t − ām,t)2. (J.1)

我们在同一步聚合全部三个种子，不进行插值或缺失值填补。所有曲线延伸至第 2,000 步，表 2 统
一使用该步。
奇偶校验和模五运算每个样本监督一个最终标签。先合并各次运行中三个大小相同的验证组，

再跨种子求平均。S5 监督每个前缀；最终状态准确率只统计每条序列的最后一个状态，前缀 token
准确率合并全部受监督位置。加法使用完整提示和正确的先前答案 token 进行教师强制。其分母包
含数字、空格、括号与 EOS 等全部答案 token，排除提示与填充位置。加法损失是按样本归一化的
教师强制交叉熵。

J.5 完整训练快照的复现

形式任务的训练、验证与测试数据种子分别为 20260914、20260915 和 20260916。加法使用数据种
子 42。全部 108 次运行使用基于上游提交 d1a4516 的实现，均完成 2,000 步。训练日志于 2026 年
9 月 17 日冻结，清单记录精确采集时间和来源哈希。
目录 data/experiments-depth8/中的 manifest.json和 configs.json记录运行标识、设置

以及来源与语料指纹。目录 scripts/ 中的 plot_depth8.py 根据 2,160 条验证记录和 216,000 条
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图 14 训练或提示预填充阶段的 RLT-0。解码器直接接收编码器输出，z01:T = e1:T，门控融合与最终隐藏
状态反馈路径均被移除。各虚线框中的模块按标注深度重复。当 G = 1 时，所有解码器层读取同一份已投
影的全局 KV；查询位置 t 可读取编码器位置 j ≤ t。各解码器层构造自己的 SWA KV，并使用包含当前位
置、大小为 W 的因果窗口。已知位置在每层内一起处理，各层则按深度顺序执行。增量生成保留编码器缓
存、全局记忆和各层最近的 W − 1 条 SWA 缓存，逐 token 进行。
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表 5 固定 S5 验证集在第 2,000 步的最终状态与前缀 token 准确率（%），报告种子 42、43 和 44 的均值 ±
样本 SD。

Task Metric
RLT-1

Layer 4 + 4
RLT-1

Layer 5 + 3
RLT-1

Layer 6 + 2
RLT-1

Layer 7 + 1
RLT-1

Layer 8 + 0
GPT

Layer 8
S5, swaps Final state 100.00 ± 0.00 100.00 ± 0.00 100.00 ± 0.00 99.35 ± 0.81 99.61 ± 0.68 99.09 ± 0.23
S5, swaps Prefix token 100.00 ± 0.00 100.00 ± 0.00 100.00 ± 0.00 99.96 ± 0.05 99.95 ± 0.06 99.91 ± 0.06
S5, standard Final state 0.78 ± 0.68 2.47 ± 1.26 2.21 ± 1.48 2.08 ± 0.98 1.82 ± 1.19 0.52 ± 0.23
S5, standard Prefix token 5.57 ± 2.11 7.82 ± 0.55 7.99 ± 0.29 7.67 ± 0.54 6.47 ± 0.65 5.40 ± 1.21

未经平滑的逐步训练记录重新生成训练图表。固定长度 token 准确率数据包含 90 次已完成的形式
任务运行，共 1,800 条验证记录；同一目录中的 plot_token_accuracy.py 重新生成对应图形。
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图 15 各初始化种子的奇偶校验准确率，均延伸至第 2,000 步。所有运行共享索引训练数据流与验证
集；曲线显示暂时回退和学习速度差异。

J.6 长度泛化协议与补充指标

该实验使用全部 108 次已完成的运行，每种架构与任务均包含种子 42、43 和 44。每次运行按训练
日志中最低的分布内验证样本损失选择检查点；形式任务先合并所设验证长度，损失相同时选择最
早步骤。表 6 列出所选步骤，检查点与训练结果的哈希随数据保存。测试结果不参与检查点选择。
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加法每个操作数的测试位数为 9、10、11、12、14、16 和 32。奇偶校验与带括号模五运算测试
长度为 32、40、48、64、96、128、192 和 256；两种 S5 任务使用 32、48、64、96、128、192、256
和 512。无括号表达式由操作数与二元运算符交替构成，因此每个请求的偶数长度 L 映射为实际表
达式长度 L− 1，即 31、39、47、63、95、127、191 和 255。形式任务长度不包含 BOS 和末尾等
号；无括号模五运算加入这两个标记后有 L + 1 个输入 token。共有 47 个共享测试集和 846 个模
型、种子与长度组合的评估。
加法在每个位数下使用 256 对互不重复的无序操作数，按种子 20260916 从原始测试划分采样。

两个操作数均恰好具有指定的位数且无前导零，逆序数字序列化与训练一致。评估计算教师强制答
案 token 准确率，不执行自回归生成。每个形式任务测试集由原任务生成器和测试种子 20260916
产生，包含 1,024 条序列。所有模型与初始化在同一任务及长度下使用相同样本。共享留出集沿用
上一轮基准；新增的形式任务测试集排除重复样本和已有验证、测试样本。
检查所选检查点与留出集指纹后，我们复用 697 个模型、种子与长度组合的结果，并评估剩

余 149 个组合。所有指标均从保存的逐样本预测或教师强制 token 计数重新计算。评估使用 CPU
FP32、四个算子内线程和训练时记录的数值运行环境，检查点权重保持固定。新评估的批量为 32，
复用的原生形式任务评估批量为四。批量检查中，RLT-1 Layer 4 + 4 对每种 S5 任务的 32 条长度
512 序列，在两种批量下给出完全相同的 32,768 个状态预测。教师强制加法评估器也在 32 对共享
的 32 位操作数上，复现了 RLT-1 Layer 4 + 4 与 GPT Layer 8 保存的逐样本 token 计数。
对每个测试长度，先计算各初始化的分数，再将上述均值与 SD 公式中的训练步骤替换为长度。

误差棒表示共享测试样本上三个初始化之间的样本 SD。图 16 补充报告六任务 token 准确率；三
种 S5 评分规则的比较见附录 J.1.5（图 13）。
目录 data/experiments-depth8-generalization/包含 846条逐种子记录、282个聚合点、检

查点与数据集指纹，以及验证报告。脚本 scripts/plot_generalization.py在生成图表前，检查
种子和长度是否齐全、由计数计算的分数、样本 SD，以及检查点与训练快照的对应关系。
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图 16 不同测试长度上的 token 准确率，三个初始化种子。检查点与共享样本同图 12。加法对答案 token
使用教师强制，S5 对每个前缀状态评分，奇偶校验与模五运算各对一个最终标签评分。点和误差棒表示种子
42、43 和 44 的均值 ± 样本 SD，灰色区域表示训练长度。
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图 17 未经平滑的全局批量训练交叉熵，每个任务均展示三个种子的均值 ± 样本 SD。在对数轴上，低于
10−8 的均值或阴影边界按 10−8 显示。损失在优化器更新前计算，记录的梯度范数为裁剪前的值。各任务的
监督方式不同，应在同一任务内比较损失。
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表 6 按最低分布内验证损失选取的长度泛化检查点步数。每次运行均完成 2,000 步训练，分别列出种子 42、
43 和 44。

Task Seed
RLT-1

Layer 4 + 4
RLT-1

Layer 5 + 3
RLT-1

Layer 6 + 2
RLT-1

Layer 7 + 1
RLT-1

Layer 8 + 0
GPT

Layer 8
Addition 42 2000 2000 2000 2000 2000 2000

43 2000 2000 2000 2000 2000 2000
44 2000 2000 2000 1900 2000 2000

Parity 42 900 1600 800 1500 2000 2000
43 1100 2000 900 1500 1900 1900
44 1400 1000 1200 1100 2000 2000

Mod 5, no brackets 42 800 2000 2000 2000 2000 400
43 800 2000 2000 800 400 2000
44 2000 2000 2000 2000 2000 1900

Mod 5, brackets 42 2000 2000 2000 2000 2000 1900
43 2000 2000 2000 2000 2000 2000
44 2000 2000 2000 2000 2000 2000

S5, standard 42 1800 2000 2000 2000 2000 2000
43 2000 2000 2000 2000 2000 2000
44 2000 2000 1800 2000 2000 2000

S5, swaps 42 2000 2000 2000 1900 2000 2000
43 2000 2000 2000 2000 2000 1900
44 2000 2000 2000 1900 2000 2000
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J.7 长度为 32 和 33 时的 token 准确率曲线
图 18 比较奇偶校验、带括号模五运算和两种 S5 任务在长度 32 时的 token 准确率，以及无括号模
五运算在长度 33 时的 token 准确率。无括号表达式的数字与二元运算符交替出现，因此有效内容
长度为奇数；33 是已配置验证长度中最接近 32 的值。快照包含 90 次运行的 1,800 个验证检查点：
六种架构、五个形式任务、三个种子，每次均完成 2,000 步训练。长度为 32 时，S5 统计 256 条序
列中的 8,192 个前缀状态；奇偶校验与模五运算每条序列评分一个最终标签。
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256 validation sequences per run · S₅ scores every prefix; parity/mod 5 score the final label
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图 18 五个形式任务的验证 token 准确率，每个任务三个种子。无括号模五运算的有效内容长度为 33，其
余面板为 32。每个点使用同一训练步骤的全部三个初始化种子；阴影为均值 ± 样本 SD，并裁剪到准确率范
围内。S5 对所有前缀状态评分，奇偶校验与模五运算对最终标签评分。所有曲线均延伸至第 2,000 步。标准
S5 使用较窄的纵轴范围，横向点线表示均匀预测准确率。
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表 7 十六层模型的 256 位奇偶校验，种子 42。最佳分布内损失检查点与第 2,000步的最终答案准确率（%）。

Model Best step Best checkpoint Step 2,000
RLT-1 Layer 8 + 8 1400 100.00 100.00
RLT-1 Layer 9 + 7 1300 100.00 100.00
RLT-1 Layer 10 + 6 1800 62.70 66.11
RLT-1 Layer 11 + 5 1300 100.00 100.00
RLT-1 Layer 12 + 4 1000 98.83 98.83
RLT-1 Layer 13 + 3 2000 99.41 99.41
RLT-1 Layer 14 + 2 1500 63.57 62.11
RLT-1 Layer 15 + 1 1100 94.14 94.82
RLT-1 Layer 16 + 0 1900 100.00 100.00
GPT Layer 16 2000 49.41 49.41

J.8 十六层奇偶校验：最佳与最终检查点

种子 42的十个奇偶校验模型均已完成 2,000次更新，训练长度为 3–40，全局批量为 1,024，微批量
为 32。图 19 在每个长度的同一组 1,024 个样本上，比较分布内验证损失最低的检查点与第 2,000
步检查点。分布内损失完全相同时取最早步骤，因此 8+ 8 和 9+ 7 分别选择第 1,400 步和第 1,300
步。每对检查点采用相同的评估批量；最佳检查点的预测与此前报告一致。

80 个模型与长度组合中，74 个的准确率不变。在 256 位时，10 + 6 从 62.70% 变为 66.11%，
14 + 2 从 63.57% 变为 62.11%，15 + 1 从 94.14% 变为 94.82%。RLT-1 的 8 + 8、9 + 7、11 + 5 和
16 + 0 在两种检查点下均保持 100%，GPT Layer 16 为 49.41%。
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图 19 十六层奇偶校验：最佳与最终检查点。种子 42，每个长度共用 1,024 个样本；括号为最佳分布内损失
检查点的步数。灰色区域为训练长度，虚线为 50% 随机参考线。
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表 8 所有八层变体训练结束时的验证结果。单位为百分比，报告种子 42–44 的均值 ± 样本标准差；加法使
用教师强制 token，其余任务使用最终答案或状态。加法、奇偶校验及 S5 为 2,000 步，模五为 5,000 步。

Family Layers Addition Parity S5 swaps S5 standard Mod-5 flat Mod-5 brackets
RLT-1 4 + 4 100.00± 0.00 100.00± 0.00 100.00± 0.00 0.78± 0.68 46.48± 46.35 97.31± 1.14
RLT-1 5 + 3 100.00± 0.00 100.00± 0.00 100.00± 0.00 2.47± 1.26 99.13± 1.28 98.26± 0.49
RLT-1 6 + 2 100.00± 0.00 100.00± 0.00 100.00± 0.00 2.21± 1.48 99.65± 0.33 98.00± 1.48
RLT-1 7 + 1 100.00± 0.00 100.00± 0.00 99.35± 0.81 2.08± 0.98 98.39± 2.78 97.14± 1.16
RLT-1 8 + 0 100.00± 0.00 98.83± 1.92 99.61± 0.68 1.82± 1.19 81.12± 30.90 96.57± 0.85

RLT-0 4 + 4 100.00± 0.00 66.45± 18.12 98.96± 0.23 0.65± 0.81 93.49± 1.92 94.27± 2.00
RLT-0 5 + 3 100.00± 0.00 69.66± 10.15 98.05± 0.68 0.39± 0.39 73.52± 24.88 92.53± 2.76
RLT-0 6 + 2 100.00± 0.00 58.51± 1.50 98.57± 0.60 1.56± 1.17 63.72± 38.67 95.88± 1.64
RLT-0 7 + 1 100.00± 0.00 83.12± 25.82 99.09± 0.81 1.43± 0.60 97.48± 1.01 97.74± 0.53
RLT-0 8 + 0 100.00± 0.00 85.68± 18.25 98.96± 0.81 0.91± 0.60 97.44± 1.73 97.35± 0.67

RLT-2 chunk4 4 + 4 100.00± 0.00 99.87± 0.23 100.00± 0.00 2.47± 1.19 73.87± 44.47 96.40± 1.09
RLT-2 chunk4 5 + 3 100.00± 0.00 83.12± 29.13 99.48± 0.23 1.04± 0.60 71.74± 45.58 98.00± 0.60
RLT-2 chunk4 6 + 2 100.00± 0.00 95.49± 7.82 99.48± 0.23 1.95± 1.70 98.91± 1.33 97.09± 1.66
RLT-2 chunk4 7 + 1 100.00± 0.00 78.43± 16.65 98.83± 1.70 0.65± 0.23 97.70± 2.56 97.01± 1.38
RLT-2 chunk4 8 + 0 100.00± 0.00 76.52± 23.05 99.48± 0.90 0.78± 0.78 98.78± 0.08 96.57± 0.42

GPT 8 100.00± 0.00 94.84± 3.43 99.09± 0.23 0.52± 0.23 99.13± 0.78 97.01± 1.04

表 9 4 + 4 最佳检查点的测试准确率。最终答案或状态准确率（%），三个种子的均值 ± 样本标准差，每个
长度共用 1,024 个样本。标准 S5 的长度 32 属于分布内，其余行均为分布外。

Task / length RLT-1 RLT-0 RLT-2 chunk4 GPT Layer 8
Parity / 64 100.00± 0.00 50.23± 3.80 98.99± 1.66 48.47± 1.18
S5 swaps / 48 100.00± 0.00 7.26± 3.17 68.29± 8.75 22.10± 2.76
S5 standard / 32 1.53± 0.46 1.20± 0.72 1.37± 0.87 0.91± 0.15
Mod-5 flat / 63 44.43± 43.81 21.84± 2.17 50.78± 38.02 33.20± 2.33
Mod-5 brackets / 64 64.10± 3.49 39.45± 0.61 62.76± 4.42 46.71± 1.21

J.9 反馈变体的三种子比较

我们将八层实验扩展至 RLT-0 和 RLT-2 chunk4，均覆盖 4 + 4 至 8 + 0 和种子 42、43、44。这两
个系列共 180 次运行，模五训练 5,000 步，其余四项任务训练 2,000 步。宽度、数据生成、优化器、
批量和 CPU 执行配置与第 3 节一致；余弦学习率调度在各自训练结束时完成。RLT-1 与 RLT-2
的反馈系数为 0.1，使用 TBPTT128；RLT-0 移除反馈融合，每种配比减少 787,968 个参数，使用
完整 BPTT。加法、奇偶校验和两种 S5 的 RLT-1 与 Transformer 对照沿用原三种子实验。
表 8 报告全部 288 次运行训练结束时的验证结果。图 20 展示 4 + 4 训练曲线，数据仓库提供

全部配比的曲线。每个验证均值都包含同一步的种子 42、43、44，包括模五 Transformer 对照。
形式任务按照最低分布内验证样本损失选择检查点，同分取最早步骤。我们从保存的预测重新

统计最终状态、前缀 token 和全序列准确率，并核验不同变体与种子使用相同的测试集。每个长度
有 1,024 个样本，沿用原评估程序的测试长度，最长为 256，无括号模五为 255。第 3.2 节的 512
次操作 S5 结果仅涉及 RLT-1 与 Transformer。
第 3 节讨论奇偶校验与交换 S5 的结果；表 9 给出 4+4 在选定长度上的数值，包括两项模五任

务。RLT-0 与 RLT-2 的 30 次加法训练，在第 2,000 步的混合 1–8 位验证集上均达到 100% 教师强
制 token准确率。这些变体未评估八位以上的长度泛化；9–32位图比较的是 RLT-1与 Transformer。
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Mod-5 with brackets

Eight-layer variants · RLT Layer 4 + 4 and GPT Layer 8 · ID validation

Mean ± sample SD · all models use seeds 42, 43, 44 · addition: teacher-forced tokens

RLT-1 RLT-0 RLT-2 chunk4 GPT Layer 8

图 20 4+ 4 反馈变体的训练验证曲线。所有模型的曲线和阴影均为种子 42–44 的均值 ± 样本标准差。加法
使用教师强制答案 token，其余任务使用最终答案或状态。阴影裁剪至 0–100%，标准 S5 使用更窄的纵轴。
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2,000 training steps · global batch 512
All models: seeds 42, 43, 44
Best ID-loss checkpoints; earliest ties
Mean ± sample SD; full seed sets only
1,024 shared examples per length
SD clipped to 0–100% for display

RLT-1
RLT-0
RLT-2 chunk4
GPT Layer 8

Parity · length generalization · final answer

图 21 各反馈变体和层数配比的奇偶校验长度泛化。所有模型使用三个种子，训练 2,000 步，并选择最佳分
布内损失检查点。误差棒为样本标准差，显示范围裁剪至 0–100%；灰色区域为训练长度，虚线为随机参考
线。
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2,000 training steps · global batch 512
All models: seeds 42, 43, 44
Best ID-loss checkpoints; earliest ties
Mean ± sample SD; full seed sets only
1,024 shared examples per length
SD clipped to 0–100% for display

RLT-1
RLT-0
RLT-2 chunk4
GPT Layer 8

S5 swaps · length generalization · final state

图 22 各反馈变体的交换版 S5 长度泛化。最终状态准确率为三个种子的均值 ± 样本标准差，各自从 2,000
步训练中选择分布内验证损失最低的检查点。误差棒显示范围裁剪至 0–100%。
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2,000 training steps · global batch 512
All models: seeds 42, 43, 44
Best ID-loss checkpoints; earliest ties
Mean ± sample SD; full seed sets only
1,024 shared examples per length
SD clipped to 0–100% for display

RLT-1
RLT-0
RLT-2 chunk4
GPT Layer 8

S5 standard · length generalization · final state

图 23 各反馈变体的标准 S5 长度泛化。最终状态准确率，三个种子的均值 ± 样本标准差；所有模型训练
2,000 步。纵轴放大随机参考线（1/120）附近的范围。
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J.10 5,000 步模五反馈变体实验
全部 96 次模五运行均训练 5,000 次更新。RLT-0、RLT-1 和 RLT-2 chunk4 各有 30 次运行，覆盖
两项任务、五种配比和种子 42–44。Transformer 共六次运行，两项任务均使用这三个种子。
无括号模五在训练 5,000 步后仍对初始化敏感。chunk4 的 4 + 4 在长度 33 上，最佳检查点的

分布内准确率按种子 42、43、44 排列为 100.00%、20.21%、98.73%。长度 63 时，其三种子均值
为 50.78± 38.02%，同配比 RLT-1 为 44.43± 43.81%，RLT-0 为 21.84± 2.17%，GPT Layer 8 为
33.20± 2.33%。
带括号模五在长度 64、4 + 4 时，RLT-1 为 64.10± 3.49%，chunk4 为 62.76± 4.42%，RLT-0

为 39.45± 0.61%，GPT Layer 8 为 46.71± 1.21%。
种子 42的 CPU计时中，两项模五任务的 4+4配比下，chunk4每步训练速度为 RLT-1的 2.27

倍，RLT-0为 4.17–4.30倍。这些单种子均值来自共享集群的第 1,001–2,000步，不含验证、检查点写
入和日志时间。冻结结果、逐种子记录、数据来源和图表生成命令位于 data/variants-20260925/。

47



0 1000 2000 3000 4000 5000
Optimizer step

0

20

40

60

80

100

Ac
cu

ra
cy

 (%
)

Layer 4 + 4

0 1000 2000 3000 4000 5000
Optimizer step

0

20

40

60

80

100

Ac
cu

ra
cy

 (%
)

Layer 5 + 3

0 1000 2000 3000 4000 5000
Optimizer step

0

20

40

60

80

100

Ac
cu

ra
cy

 (%
)

Layer 6 + 2

0 1000 2000 3000 4000 5000
Optimizer step

0

20

40

60

80

100

Ac
cu

ra
cy

 (%
)

Layer 7 + 1

0 1000 2000 3000 4000 5000
Optimizer step

0

20

40

60

80

100

Ac
cu

ra
cy

 (%
)

Layer 8 + 0

5,000 training steps · global batch 512
All models: seeds 42, 43, 44
Mean ± sample SD; all seeds at each step
All runs completed training
SD clipped to 0–100% for display

RLT-1
RLT-0
RLT-2 chunk4
GPT Layer 8

Mod-5 without brackets · ID validation · final answer

图 24 无括号模五：分布内验证。所有模型均报告种子 42–44 的均值 ± 样本标准差，均训练 5,000 步。阴
影裁剪至 0–100%。
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5,000 training steps · global batch 512
All models: seeds 42, 43, 44
Best ID-loss checkpoints; earliest ties
Mean ± sample SD; full seed sets only
1,024 shared examples per length
SD clipped to 0–100% for display

RLT-1
RLT-0
RLT-2 chunk4
GPT Layer 8

Mod-5 without brackets · length generalization · final answer

图 25 无括号模五：长度泛化。训练 5,000 步后按最佳分布内损失选择检查点，所有曲线均报告种子 42–44
的均值 ± 样本标准差。误差棒显示范围裁剪至 0–100%。
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5,000 training steps · global batch 512
All models: seeds 42, 43, 44
Mean ± sample SD; all seeds at each step
All runs completed training
SD clipped to 0–100% for display

RLT-1
RLT-0
RLT-2 chunk4
GPT Layer 8

Mod-5 with brackets · ID validation · final answer

图 26 带括号模五：分布内验证。所有模型均报告种子 42–44 的均值 ± 样本标准差，均训练 5,000 步。阴
影裁剪至 0–100%。
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5,000 training steps · global batch 512
All models: seeds 42, 43, 44
Best ID-loss checkpoints; earliest ties
Mean ± sample SD; full seed sets only
1,024 shared examples per length
SD clipped to 0–100% for display

RLT-1
RLT-0
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GPT Layer 8

Mod-5 with brackets · length generalization · final answer

图 27 带括号模五：长度泛化。训练 5,000 步后按最佳分布内损失选择检查点，所有曲线均报告种子 42–44
的均值 ± 样本标准差。误差棒显示范围裁剪至 0–100%。
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J.11 固定学习率调度下的加法反馈系数

我们仅改变 RLT-1的反馈系数 α，在每种配比和种子下保持初始化、架构、训练数据和优化器调度
不变。所有模型在混合 1–8位加法上训练 2,000步，全局批量为 512，微批量为 32，使用 TBPTT128。
学习率经过 200 步预热达到 10−4，随后衰减至 5× 10−6。所有配比均测试 α = 0.03，除 7 + 1 外
的配比另测 α = 0.01，每种设置使用种子 42、43、44。比较对象为相同种子下 α = 0.1 的 RLT-1
和 GPT Layer 8，共 45 个模型。
每个模型按最低分布内验证损失选择检查点，同分取最早步骤；7 + 1、α = 0.1、种子 44 的模

型选中第 1,900 步，其余 44 个模型均选中第 2,000 步。图 28 与表 10 报告 9 至 32 位共七种长度
的教师强制答案 token 准确率，每个长度共用 256 个样本，结果为三个种子的均值 ± 样本标准差。
计数包含答案格式和 EOS，排除提示与填充位置。
所测试的反馈系数减小方案中，没有一种能在某个配比的所有测试位数上都提高准确率。在相

同配比和位数下与 α = 0.1 的 63 组比较中，37 组均值上升、26 组下降，变化幅度为 −3.86 至
+5.60 个百分点；只有三组差值同时超过两者的样本标准差。对 8 + 0，α = 0.01 使 12 位均值从
29.49 ± 4.38% 升至 32.21 ± 5.13%，16 位均值则从 24.92 ± 0.39% 变为 24.66 ± 4.88%。32 位时，
RLT-1 各模型均值为 14.44%–15.91%，GPT Layer 8 为 16.84± 1.45%。

表 10 加法反馈系数消融，种子 42–44。采用相同学习率调度训练 2,000 步后，所选位数的教师强制答案
token 准确率（%），为三个种子的均值 ± 样本标准差。每个长度共用 256 个样本，数据仓库提供全部七种
位数。

Model α 9 digits 12 digits 16 digits 32 digits
RLT-1 Layer 4 + 4 0.01 47.25± 4.04 33.11± 4.56 25.93± 1.88 14.44± 0.17
RLT-1 Layer 4 + 4 0.03 48.75± 5.34 32.00± 2.07 26.22± 0.74 14.74± 1.25
RLT-1 Layer 4 + 4 0.1 46.77± 1.34 30.72± 0.58 25.28± 1.48 15.30± 0.44
RLT-1 Layer 5 + 3 0.01 57.96± 0.67 32.36± 2.93 23.01± 5.22 15.29± 2.19
RLT-1 Layer 5 + 3 0.03 56.30± 2.41 32.60± 5.61 23.54± 3.75 14.66± 1.49
RLT-1 Layer 5 + 3 0.1 58.51± 8.12 34.97± 4.54 24.20± 5.26 14.89± 2.27
RLT-1 Layer 6 + 2 0.01 56.52± 9.87 30.97± 4.64 26.35± 2.98 15.21± 1.46
RLT-1 Layer 6 + 2 0.03 63.85± 10.15 30.39± 2.85 27.18± 4.26 14.86± 0.65
RLT-1 Layer 6 + 2 0.1 58.25± 10.29 29.22± 2.28 23.92± 1.58 15.74± 1.58
RLT-1 Layer 7 + 1 0.03 66.43± 2.53 30.10± 2.29 26.27± 1.42 15.91± 0.63
RLT-1 Layer 7 + 1 0.1 68.05± 3.64 29.80± 4.03 26.45± 4.31 15.59± 1.57
RLT-1 Layer 8 + 0 0.01 62.20± 9.85 32.21± 5.13 24.66± 4.88 15.45± 0.66
RLT-1 Layer 8 + 0 0.03 59.18± 4.47 28.81± 3.57 25.92± 1.10 14.90± 0.54
RLT-1 Layer 8 + 0 0.1 62.13± 7.75 29.49± 4.38 24.92± 0.39 15.31± 0.93
GPT Layer 8 – 58.61± 2.44 26.84± 3.69 26.22± 1.54 16.84± 1.45

52



9 10 11 12 14 16 32
Operand digits

10

20

30

40

50

60

70

RLT-1 Layer 4 + 4

9 10 11 12 14 16 32
Operand digits

RLT-1 Layer 5 + 3

9 10 11 12 14 16 32
Operand digits

RLT-1 Layer 6 + 2

9 10 11 12 14 16 32
Operand digits

10

20

30

40

50

60

70

RLT-1 Layer 7 + 1

9 10 11 12 14 16 32
Operand digits

RLT-1 Layer 8 + 0

2,000 training steps; seeds 42, 43, 44
Mean ± sample SD; best ID-loss checkpoint
Layer 7 + 1: feedback 0.01 was not tested

feedback=0.01
feedback=0.03
feedback=0.1
GPT Layer 8

Te
ac

he
r-f

or
ce

d 
an

sw
er

-to
ke

n 
ac

cu
ra

cy
 (%

)

图 28 不同反馈系数下的加法泛化。每个子图固定一种 RLT-1 配比，比较已测试的反馈系数与 GPT Layer
8；7+ 1 未测试 α = 0.01。点和误差棒表示种子 42、43、44 的均值 ± 样本标准差；所有模型训练 2,000 步，
学习率调度相同。准确率为教师强制答案 token 准确率，每个长度共用 256 个样本。
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